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Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Vore struktuur
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Baasivektorid

© Iga iooni keskmistatud asukoht on Bravais'i vdre s6lmes. loon
ise siis vdngub selle asukoha timbruses.

@ loonid ei liigu antud vdre sdlmest kuigi kaugele vdrreldes
ioonide vahelise kaugusega.

Olgu iooni k keskmine asukoht ma3aratud vektoriga Ry |abi
baasivektorite:

Rk = Rfjal + R,{az —+ R,fa3 , kus R;(L c 7.
Olgu selle iooni asukoht konkreetsel ajahetkel aga kohal ry:

r, = Ry + ug.
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Vare potentsiaalne energia

Meid huvitab véres olevate aatomite potentsiaalne energia. Naiteks
kahe aatomi vaheline energia |abi Lennard-Jonesi potentsiaali:

or=se[(2)- (2]
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Funktsioon aatomite koordinaatidest

Olgu osakeste koordinaadid vdres maaratud labi vektori r:
— x Yy ,z x )y .z
r=(r,r,rf,rn,n,m,..),

siis

r on siin kui

r = R+uy
U(r) = UR+u).
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Taylori arendus

Funktsiooni f Taylori arendus konkreetse vektori r naabruses on:

F(r+a) = F(r) +a- VF(r)+ %(a VYF(r) + %(a VP o
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Taylori arendus

Funktsiooni f Taylori arendus konkreetse vektori r naabruses on:

1 1
f(r+a)="f(r)+a-Vf(r)+ 5(8 V)£ (r) + a(a SV)3(r) + ..
Rakendame seda U peal véttes r = R jaa = u:

UR + u)
= U(R)4+u-VU(R) +

UQ-I—ZZUI’LaiU

L (u- VRU(R)

| i i) om

i p=x
= Uo—i-ZZu, 8u ZZZZU}“UJII '
i pu=x i j u=xv=x J lr=R
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Harmooniline |ahendus

Arv Up on vdre potentsiaalne energia tasakaaluolekus. Kasutades
eeldust, et vektor R on aatomite tasakaaluolek, peab esimene
tuletis funktsioonist U kohal R olema 0 - tasakaaluolekus ei saa
osakesele mdjuda mingid jéud.

ou

n
ou; |, _g

=0.

Lisaks tihistame arvu ijf”

w_ U

y out'ou?
J lr=R

Jargi ja3b valem, mida nimetatakse potentsiaali harmooniliseks
Idhenduseks: )
_ - 1k v
U= Uo—|—2Zu,D,-j u.
ijpv
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Harmooniline Idhendus maatrikskujul

Tahistades uy = (uf, uy, uf) ning maatriksi

XX Xy Xz
D,-j D Dx

i ij
L yXx Yy yz
D= Dij Dij Dij
zx zy zz
D,-j D,.J. D,-j

saame potentsiaalse energia limber kirjutada maatrikskujul

1
U= Uy+ 5 ZuiDijuj.

y
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Valemi omadused |

@ V&re omab igal pool sama struktuuri - kahe nihkes aatomi
poolt lisatud potentsiaalne energia ei sdltu nende absoluutsest
positsioonist, vaid nende suhtelisest positsioonist:

W e
DU - DR,‘—Rj’

D;j = DR,-—Rj-
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Valemi omadused |

@ V&re omab igal pool sama struktuuri - kahe nihkes aatomi
poolt lisatud potentsiaalne energia ei sdltu nende absoluutsest
positsioonist, vaid nende suhtelisest positsioonist:

o v
DU - DR,‘—Rj’
D;j = DR,-—Rj-

@ Vahetades kordajate argumentide jarjekorra, saame sama
vaartusega kordaja:

D = DY,
ij J

See on selge D} definitsioonist kahekordse osatuletisena:

W RU 02U

e _ 7 7 - - — DUV
u aufﬁuf Bujl-’ﬁuf-‘ J

r=R r=R
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Valemi omadused 1l

e Kehtib
Dll-ju = Dﬁy ehk D,'j = Dj,’.
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Valemi omadused 1l

e Kehtib
Dll-ju = Dﬁy ehk D,'j = Dj,’.

Y D=0 ek Y Dj=0.
i i

Juhul kui igale aatomile antakse fikseeritud nihe d*, see
tdhendab iga ux = (d*, d¥, d*), siis ei tohiks vére
potentsiaalne energia muutuda - aatomite omavaheline
suhteline kaugus pole ju muutunud. Ehk siis

S ulDEuy =Y " d'd"DE” = " d'd” | Y DI | =o0.
v ij

ijpuv ijpuv

o Kehtib

Et see saaks kehtida, peab Zij Di‘jl’ =0.
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Kristallvdre ja aatomid Kristallvdre mudel
Vére potentsiaalne energia
Harmooniline I3hendus

Valemi omadused 1l

@ Ldpmatu suure vdre korral kehtib iga funktsiooni f korral
jargmine vdrdus:

Zf(Ri— Rk) = Zf(Ri)-

Indrek Mandre Vénkumised kolmemd&dtmelistes kristallides



Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Liikumisvorrandi tuletus

2
. 1 .
H=T+U=S"2F +Uo+5 > ul'DY
i

2M <
ijpv
ja
OH
p
P, = "5
oul!
Siit saame Newtoni teise seaduse sest p)’ = Mv}' = Mi':
OH
Mg = -2 = - pyru
auk Z !
OH
Miif = — 2 = 5" DYyt
k
A
. OH
Miif = — 5z = _Z DY uY
k .

v
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Varrand ja otsitav lahend

M on siin aatomi mass. Maatrikskujul oleks see

I\/Iijk = — Z D,-ku,-.
i

Vorrandid moodustavad susteemi - kui meil on N aatomit, saame

3N vérrandit. Me otsime lahendit kujul
ug = Eei(k'R"_wt).

Siin € on polarisatsioonivektor ja niitab sihti, milles aatom
vongub. k on lainevektor, mis kirjeldab laine levimise suunda.
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Perioodilised rajatingimused

Jaotades aatomid risttahukasse (v3i struktuuri, mille saame

N1 x Np x N3 primitiivse raku kordamisel), siis Bravais'i vére
aatomite arv oleks N = NjNoN3. Adrtes olevad aatomid samas
komplitseerivad meie arvutusi. Et sellest iile saada, rakendame
Born-von Karmani perioodilist rajatingimust:

ONORCNONCRG
NV
Jox0)
OO
©-@
O ONCRCNCEONONORCRG
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Rajatingimusest tulenev piirang

Matemaatiliselt saab perioodi kordumist viljendada jargnevalt.
Olgu u(R) nihe seotud aatomiga asukohal R. Siis peab kehtima

u(R + N;aj) = u(R),

kus a; on baasivektor ja N; on vastavas suunas liikkudes unikaalsete
vdre rakkude arv. Ehk siis nihe kordub perioodiliselt liikudes labi
struktuuri - kohatud aatom vdngub tédpselt sama moodi iga N;
aatomi tagant.
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Lainevektor

Lainevektor k kirjeldab tasalaine liikumist ruumis. Tema suund
naitab laine lilkkumise suunda ja vektori pikkus on lainearv, ehk siis

2w
k| ="
|’ )\7

kus X on lainepikkus. Lainevektorit kasutatakse ruumi igas punktis
r laine kirjeldamiseks jargnevalt:

Y(t,r) = Acos(p + k- r+wt).
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Laine levimine ruumis
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Liikumisvérrandid
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Lainevektor

Laine levimine ruumis
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Perioodilised rajatingimused

Perioodilised rajatingimused seavad piirangud vdimalikkele
lainevektoritele. Kuna u(R + Nj;a;) = u(R), siis peab ka
Miks see nii olema peab, v&ib veenduda ka jooniselt: punktis 1 ja 1'

peab laine faas sama olema. Seda tingimust rahuldavad ainult
lainevektorid kujul

m

k:ﬁl

ny n3
b —b —b i €Z),
1+ b2ty b (ni € Z)

kus b; on p&drdvdre baasivektorid, mis rahuldavad tingimust
b,' -aj = 27T5,'j.
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Perioodilised rajatingimused |l
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Liikumisvérrandid
Liikumisvdrrandid Perioodilised rajatingimused ja lainevektor
Lainevektor

Perioodilised rajatingimused |l

Lisaks annab antud piiranguga lainevektor unikaalseid lahendeid
ainult mingi tihe kindla péordvére raku sees, sest kui k' = K + k,
kus K = h by + hby + kb3 (nihe iihest podrdvére rakust mingisse
teise) ja R = may + may + nsas, siis ek R = ¢k R,
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Liikumisvérrandi lahendid

Liikurmnisvérrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Liikumisvorrandi tuletus

i(k-Rk—wt)

Asendame u, = ee vorrandisse My, = — ), Djyu;:
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Liikumisvérrandi lahendid

Liikumisvérrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Liikumisvorrandi tuletus

i(k-Rk—wt)

Asendame u, = ee vorrandisse My, = — ), Djyu;:

Me(_iw)2ei(k~Rk—wt) — Z Djkeei(k-Rj—wt)
Mw?ee R = Z D kee
J

Mw2e — Z DRj—Rk elk-(ijRk) €
J

Mw?e = Z DRj eRi | e
J
Mw?e = D(k)e.
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Liikumisvérrandi lahendid

Liikumisvérrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Diinaamiline maatriks

Maatriksit

D(k) — Z DRjeik-Rj
nimetatakse diinaamiliseks maatriksiks. Kuna Dg, = D_g,, siis
— Z DRk_Rje_ik'(Rk_Rj) - Z DRje—ik-Rj.
J J

Edasi saame suuruse D(k) kirjutada jargmiselt:

D(k) — %Z D, [ + &% 2]
J

= ZDR [cos(k-Rj) —1] = —2ZDR sin <;k~Rj>.
Jj

On selge, et D(k) on paarisfunktsioon, ehk D(k) = D(—k), ja
seega ws(k) = ws(—k).



Liikumisvérrandi lahendid

Liikumisvérrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Vorrandi lahend

Valem
Mw?e = D(k)e

on lihtne omavaartusulesanne. Vattes
det(D(k) — A(k)/) =0,

saame kolm omavaartust \s(k) ja neile vastavad kolm omavektorit
€5, mis on polarisatsioonivektorid. Maatriks D(k) on reaalarvuline
ja siimmeetriline, jarelikult on tema omavéaartused reaalarvulised.
Aatomite vdnkesagedus on seega
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Liikumisvérrandi lahendid
Liikumisvérrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Dispersioonikdverad

Uhe aatomiga primitiivse raku korral tekib iga k korral kolm nn.
akustilist dispersioonikdverat. Kui aatomeid primitiivses rakus kaks,
tekib tavaliselt lisaks kolm nn. optilist dispresioonikdverat.
Akustilised sagedused kiituvad vaikeste |k|-de juures lineaarselt.

2

*}«ww

harud

Akustilised
harud

Y-
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Liikumisvdrrandi lahendid

Liikumisvdrrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Sageduste tihedusspekter

o Lainevektor k annab unikaalseid sagedusi ws = ws(k) ainult
tihe primitiivse raku ulatuses.
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Liikumisvdrrandi lahendid

Liikumisvdrrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Sageduste tihedusspekter

o Lainevektor k annab unikaalseid sagedusi ws = ws(k) ainult
tihe primitiivse raku ulatuses.

@ Vaadates |abi kdik unikaalseid lahendeid pakkuvad k-d huvitab
meid, kui suur on mingi kindla sageduse osakaal, v8i tapsemalt
palju k-sid ruumiiihikus vastab sagedusvahemikule w + dw.
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Liikumisvdrrandi lahendid

Liikumisvdrrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Sageduste tihedusspekter

o Lainevektor k annab unikaalseid sagedusi ws = ws(k) ainult
tihe primitiivse raku ulatuses.

@ Vaadates |abi kdik unikaalseid lahendeid pakkuvad k-d huvitab
meid, kui suur on mingi kindla sageduse osakaal, v8i tapsemalt
palju k-sid ruumiiihikus vastab sagedusvahemikule w + dw.

e Tahistame selle kui funktsiooni g(w), mis on summa
integraalidest iile podrdvare primitiivse raku:

Z/ w— ws )dk‘
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Liikumisvdrrandi lahendid

Liikumisvdrrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Erisoojusmahtuvus

@ Temperatuur on aatomite liikumine/vénkumine. Antud juhul
meie kristallis levivad lained /phononid moodustavad osa
temperatuurist vi siis aine soojusmahtuvusest. Sageduste
tihedusspektrit kasutatakse erisoojusmahtuvuse arvutamiseks:

hw
C/attice = kB/g(w)
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Liikumisvdrrandi lahendid
Liikumisvdrrandite lahend Sageduste tihedusspekter

Sageduste tihedusspekter, naide
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