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1 Drude mudel

Metallid on elektrijuhid. Samas nad iildjuhul ei juhi elektrit ideaalselt vaid kehtib Ohmi
seadus
U=IR.

Ehk siis pingelang on proportsionaalne voolutugevusega. Meid huvitab, mis asi on ta-
kistus, millest ta tuleb ja kuidas ta kiitub temperatuuri muutudes. Ehk siis mis prot-
sessid materjali ehituses tekitavad takistuse. Esimese tihe tuntuma mudeli selle kohta,
kust tekib aines elektritakistus (ja lisaks ka soojusjuhtimine ning ainete optilised oma-
dused), tootas 1900-1 aastal vilja Paul Drude. Antud hetkel ei olnud kvtantmehaanikat
veel olemas, ja isegi Rutherfordi aatomimudel oli avastamata. Seega on antud teooria
viga primitiivne ja kutsutakse klassikaliseks teooriaks.

Drude vaatas metallides leiduvaid elektrone kui gaasi ja rakendas selle peal gaaside
kineetilist teooriat. Selle jargi on gaasi osakesed identsed kerad, mis liiguvad sirgelt
kuni pdrkuvad vastastikku kokku. Metallides on samas kahte sorti osakesi - elektronid
ja raskemad osakesed - ioonid. Drude eeldas, et ioonid seisavad praktiliselt paigal ja
positiivne laeng on nende kiilge fikseeritud.

Metallide valentsielektronid suudavad siis vabalt ringi liikuda ja neid kutsutakse
juhtivuselektronideks. Vabade elektronide arvu saab arvutada jargnevalt. Igas moolis
aines on 0.6022 - 10?* aatomit (Avogadro arv) ja ainet on p,, /A mooli kuupsentimeetris
(A on aatommass), kus siis p,, on metalli tihedus (g/ cm?). Kui iga aatomi kohta tuleb
Z vaba elektroni, siis vabade elektronide arv kuupsentimeetris tuleb

N ZPm
=— =0.6022-10%*=22
"=y A

Aine iseloomustamiseks saab defineerida ka raadiuse r,, mis on kera raadius, mille
ruumala on vordne ruumalaga iihe elektroni kohta. Seega

v_1_dm 3\?
—_ = - = re=|— .
N n 3 ’ 47tn




Antud néitajad erinevate metallide kohta on toodud tabelis 1.

’ Element \ Z \ n (10°% /em?) \ rs (A) \ rs/ao ‘
Cs(5K) | 1 0.91 2.98 5.62
Cu 1 8.47 1.41 2.67
Ag 1 5.86 1.60 2.67
Be 2 24.77 0.99 1.87
Fe 2 17.0 1.12 2.12
Al 3 18.1 1.10 2.07

Tabel 1: Elektronide tihedus monedes metallides (300K). Raadius r; on kera raadius,
mille ruumala on vordne ruumalaga iihe elektroni kohta. ay on Bohri raadius. Allikas:
Ashcroft.

Need tihedused on samas tuhandeid kordi suuremad vdrreldes klassikaliste gaasi-
dega. Drude mudel ignoreerib tiielikult elektrilisi elektron-elektron ja elektron-ioon
interaktsioone ja kasutab neutraalse gaasi mudelit, tehes jargmised eeldused:

1. Porgete vahepeal ei toimu ei elektronide ega elektronide ja ioonide vahel mingeid
interaktsioone. Ehk siis teiste elektronide ja ioonide poolt tekitatud elektrivélju
ja Coulombi joude me ignoreerime. Seega muude joudude puudumisel liiguvad
elektronid sirgjooneliselt. Elektronide omavahelise interaktsiooni ignoreerimist
nimetatakse soltumatu elektroni lihtsustuseks. Elektronide-ioonide omavahelise
interaktsiooni ignoreerimist nimetatakse vaba elektroni lihtsustuseks.

2. Porked osakeste vahel toimuvad kiiresti ja porke tagajérjel tekib koheselt uus
suund ja kiirus. Pdrked toimuvad elektronide ja ioonide vahel. Elektronide vahel
toimuvaid pdrkeid me ignoreerime.

3. Toeniosus, et elektron pdrkub ajaiithikus, on vordne 1/1. See tihendab, et véi-
keses ajavahemikus dt on porke tdenidosus dt/T. Aega T nimetatakse relaksat-
siooniajaks ja on médratud keskmise ajaga kahe jirjestikuse pdrke vahel. Drude
mudel eeldab, et aeg T ei sdltu elektroni positsioonist ega kiirusest.

4. Elektronid saavutavad termodiinaamilise tasakaalu keskkonnaga ainult 14bi por-
gete. See tekib jargmiselt: peale iga pdrget saadud uus elektroni kiirus ei soltu
eelnevast kiirusest vaid ainult antud kohas olevast temperatuurist. Lisaks liigub
elektron peale porget tdiesti juhuslikus suunas.

Naiivne pilt Drude mudelist on joonisel 1. Samas on kasulik (et mitte jouda valedele
jareldustele) mitte antud juhul minna liiga spetsiifiliseks selle koha pealt, mis tépselt
elektrone hajutab ja meile oluliseks suuruseks jiib relaksatsiooniaeg 7.
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Joonis 1: Elektroni trajektoor liikudes lédbi aine, naiivne Drude mudel.

1.1 Alalisvool metallis

Olgu juhis elektrivili E, mis tekitab voolutiheduse j. Eritakistus p on defineeritud kui
proportsionaalsuskonstant elektrivilja E ja tema poolt tekitatud voolutiheduse j vahel:

E =pj.

Nii E kui j on siin vektorid. Voolutihedus j on vektor, mis on voolu liikumise suunas.
Olgu meil vool I 1dbi juhi pikkusega L ja olgu voolu suunaga risti olev juhi lidbildige
pindalaga A. Voolutihedus on siis j = I /A. Kuna juhis pikkusega L on pingelang vérdne
U = EL, siis saame
po L gt
I U

Tulle tagasi Drude mudeli juurde, liikkugu meie n elektroni ruumalaiihiku kohta
kiirusega v. See tekitab voolutiheduse

Jj= —nev,
kus —e on elektroni laeng (1.6 - 107190).

Juhul kui puudub elektrivili, liiguvad elektronid metallis tdiesti juhuslikult ja kesk-
mine elektronide liikumise kiirus v = 0, ja seega ka voolutihedus on 0. Vilise elektri-
vilja E korral samas tekib elektronide keskmine liitkumine viljale vastupidises suunas.

Olgu aeg t moodas eelmisest kokkupdrkest ja olgu elektron saanud algkiiruse vg
koheselt peale kokkupdrget. Sellisel juhul on kiirus v aja + moodudes

eEt
v=vVg— —.
m

Soovides leida keskmist sellest kiirusest v, paneme tihele, et algkiirus v on peale iga
kokkupdrget suvaline. Seega keskmine elektronide kiirus sdltub ainult teisest kompo-
nendist ehk triivkiirusest — %Et Samas keskmine aeg kokkupdrgete vahel on 7 ja seega

eEt . ne’t
(V) =——; j= <)E
m

m
See suhe on tavaliselt médratud 14bi erijuhtivuse 6 = 1/p:

. ne-t
j=oE; o=——.
m

Esimene neist valemitest ongi Ohmi seadus.
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Joonis 2: Fermi-Diraci jaotus erinevatel temperatuuridel, u = 5eV'.

Siin me teame koiki suurusi vilja arvatud relaksatsiooniaega T. Samas me vdime
mddta muid suurusi ja 1dbi nende médrata viimase:

m

T= .
pne?

Ruumitemperatuuril on T suurusjirgus 10741071 sekundit. Siin vdib vaadata ka
keskmist vaba liikumise teepikkust, mis oleks / = vyt. Drude mudeli jérgi arvutades
tuleb see 1..10A kanti, samas reaalsuses voib ta madalatel temperatuuridel ulatuda
sentimeetritesse, ehk Drude mudel ei ole antud kontekstis kuigi adekvaatne. See vihjab
faktile, et elektronid lihtsalt ei pdrka vastu ioone ja joonisel 1 kujutatud mudel on viga
naiivne ning ei vasta tegelikkusele.

Esimene viga, mida siin parandada annab, on vaadata iile elektronide energiajao-
tus ja sellest tulenev kineetiline energia ja kiirus. Klassikaliselt vaadati seda kasutades
Boltzmanni jaotust (mv% = %kBT). Samas elektronide energiaid piirab Pauli printsiip,
mis keelab mitmel elektronil olla samal energial (voi tipsemalt samal energial saab ol-
la kaks vastupidise spinniga elektroni). Selle alusel tuleb hoopis kasutada Fermi-Diraci

jaotust:
1
frp(€) = ———
e*sT 41
funktsioon f niitab, mis tdendosusega on orbitaalne energia € okupeeritud ja u on kee-
miline potentsiaal (madalatel temperatuuridel vordne Fermi energiaga). Jaotuse tiiiipi-
list kuju saab niha joonisel 2.

2 Boltzmanni vorrand

Kvantmehaanika rakendus metallide elektritakistuse uurimisel niitab, et perioodilises
potetsiaaliviljas peaks ideaalse kristalli juhtivus olema 16pmatu. Seda segavad aga jirg-
mised faktorid: ebakorrapirasused kristalli ehituses, mis tulenevad lisanditest ja viga-
dest kristalli vores (vores on vale aatom vdi on seal aatom iildse puudu vdi on vore
struktuur defektiga) ning lisaks segavad elektronide liikumist ka vore vonkumine ehk
elektronide ja foononite interaktsioon.

Nende probleemide matemaatiliseks modelleerimiseks on kvantmehaanika otsene
kasutus ebapraktiline ja tavaliselt liginetakse nn. poolklassikalise meetodiga, mille alu-



seks on Boltzmanni transpordivdrrand. See vdimaldab meil modelleerida elektronidele
mdjuvaid viliseid jdude nagu elektrivili, magnetvili ja temperatuurigradient.

Olgu meil funktsioon f(k,r,#), mis niitab elektronide jaotust punktis r, lainevekto-
riga k ajahetkel 7. Siis ajahetkel ¢ on faasiruumi osas dkdr: f(k,r,t)dkdr osakest. See
osakeste arv antud faasiruumi osas vdib aja jooksul muutuda. Proovime kokku lugeda
osakesed, mis antud faasiruumi sisenevad ja lahkuvad. Juhul kui ei toimu hajumist, siis
Liouvilli teoreemi jérgi funktsiooni gradiendi sihis litkumisel tihedus ei muutu. Seega

f(k+dk,r+dr,t+dt) = f(k,r,t)

ehk
f(k+dk,r+dr,t+dt)— f(k,r,t) =0.

Kui toimub hajumine, siis lisandub paremale poole seda kirjeldav element:

f(k+dk,r+dr,t+di)— f(k,r,1) =dt <8f>
hajum

ot
Siit saame 3 3
d(f)—i—dr Vif+dk-Vif = dt( f)
0 ot ha jum
ja kuna
dr dk
= F=h—
VS u dt’

siis saame kokkuvottes valemi

of o
87 +v- Vrf+ = VS = ( ot )ha}um

Vasakul pool on esimene komponent elektronide kontsentratsiooni muutus ajas, teine
kirjeldab diffusiooni ja kolmas vilise jdou mdjul toimuvat muutust. Joud F voib siin olla
defineeritud tavalise elektrodiinaamika valemiga

F=—c(E+vxB).

Hajumise kirjeldamisel tullakse tavaliselt tagasi relaksatsiooniaja juurde . Olgu
elektronide jaotus tasakaaluolekus fy (kus ei toimu mingisugust liikumis), siis haju-
mine on defineeritud eksponentsiaalselt 1dbi

(‘—”C) e L
hajum

ot T

Defineerides tiheduse f ise kui

f=fo+38f,
kus 8/ on hiiritus tasakaaluolekust ja § f < fy , saame
99 )
E)tf +-F-Vifo+v-Vifo= —Tf~

Seda nimetatakse lineariseeritud Boltzmanni valemiks.



2.1 Alalisvool, erijuhtivus

Kui elektronidele mdjub konstantne joud F, siis isotermilisel tingimusel (kontsentrat-
sioon ei muutu ehk 985 /dr = 0) on kombeks kirjutada

ja
Vefo= afo g VrEF-
E on siin elektroni energia ja EF on ferml energia. Jou F = —¢E korral vottes jadb
fgib?ev <E - inEp> = 76{
ehk
8f=e‘tv~8%; SZE—éVrEFa

kus € on elektromotoorjdud. Relaksatsiooniaeg sdltub aga leinevektorist ehk T = t(k).
Arvutame niiiid voolutiheduse:

. 2e 2 dfo

(2m)3
kus 5 5
2e /o
o=——— dk.
o] ™3
Seda voib vaadata kui eritakistuse tensorit defineerides voolutiheduse 1idbi
3
Jji=Y oije,
j=1
kus

2
e /o
Gijj = — n 3/‘CV,aEv,dk

Edasi kirjutame integraali 14bi

Jk — dS dE _ deE7
|VkE | hv
kus dS on konstantse energiaga pinnaosa. Téhele vdib ka panna, et osatuletis dfy/0E
kiitub madalatel temperatuuridel nagu Diraci delta-funktsioon iimber Fermi energia Er
(joonis 2, EF on seal praktiliselt sama, mis keemiline potentsiaal), nii et iga funktsiooni
b(E) korral saame kirjutada

[ e )

Juhtivustensori komponent tuleb siis

2
e ViVj
Gij = 73/ T dS,
41 h Er Vv
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Joonis 3: Elektronide hajumise pdhjused: a) ideaalne juhtivus, hajumist ei ole; b) li-
sandi aatomid; c) kristallivore vonkumine; d) defekt kristallivores - aatom puudu; e)
defekt kristallivores - liigne aatom.

kus Er on Fermi energia.
Isotroopses materjalis peaks vektor j olema sdltumatu elektromotoorjou suunast ja
seega toimub lihtne keskmistamine:

ez
= ds
J <12n3h/EFW )S

ja juhtivustensor muutub lihtsaks skalaariks:

oo — J _ e2SEFfV
0T e T 12m3h

kus Sk, on Fermi pind. Vabade elektronide jaoks on Fermi pind kera raadiusega kr =
(3m%n)!/3, kus n on juhtivuselektronide tihedus. Kuna Sg, = 41k ja v = hkp /m ning
tdhistades T = T, saame valemi

- nez‘tp

Cp = )
m

mis iihtib juba vaadatud Drude valemiga.

2.2 Juhtivus, soltuvus temperatuurist

Eritakistuse metallides pdhjustavad defektid kristallivores ja kristallivdre vonkumine
(joonis 3). Madalatel temperatuuridel domneerivad defektid ja kdrgetel temperatuuri-
del kristallivore vonkumine. Téenédosuste alusel saab kirja panna suhted relaksatsioo-

niaegade vahel:
1 1 1

R 4+ —
k) (k) k)’

kus T on kogu relaksatsiooniaeg, T; on defektidest tingitud relaksatsiooniaeg ja T; on
vOre vonkumistest tingitud relaksatsiooniaeg. Kui viimased on isotroopsed, siis Matt-
hiesseni reegli jargi saame valemi eritakistusele:

p=pa+pr

Kui T — 0, siis p; — 0 ja jérgi jaabki ainult defektidest tulenev eritakistus p,.



Madalatel temperatuuridel vaadatakse eritakistuse sdltuvust temperatuurist kasuta-
des Debye mudelit ja Bloch-Griineiseni valemit:

6p
TS [T Xdx
T)=C— —
p(T) eg/o EEDErE)

kus C on materjali muudest omadustest sdltuv vordetegur ja Op on Debye temperatuur.
Madalatel temperatuuridel 7 < 0p kehtib nn. Blochi T'5 seadus

pLo<T.

Korgematel temperatuuridel muutub domineerivaks Umklapp-hajumine (foononi-
tel on suur energia, et nad voivad lainevektori k timber poorata) ja eritakistuse tuleb

pocT.

3 Halli effekt

Vaadates Lorentzi joudu
F=gvxB

tekib kiisimus, et kui juht, milles on vool ehk liikuvad elektronid, pannakse magnet-
vilja, mis siis juhtub? Elektronid peaksid kogema mingit jdudu, mis on risti nende
liikkumissuunaga ja idee poolest peaksid laengud kogunema juhi iihte serva. Seda fe-
nomeni uuris 1879 E. H. Hall, kes lisaks argumenteeris, et kui vool koguneb juhi iihte
serva, siis peaks ka takistus suurenema.

Halli effekti skeem on kujutatud joonisel 4. Olgu z-telje suunas magnetvili B ja
x-telje suunas elektrivili E,. Viimane tekitab voolutiheduse j,. Samas Lorentzi joud
surub liikuvad laengud juhi servadesse ja see indutseerib elektrivilja y-teljega vastupi-
dises suunas. Tasakaaluolekus on selle elektrivilja E) poolt tekitatud joud ja Lorentzi
joud vordsed ning laengud voolavad ainult x-telje sihis.

B <

tH+ A+

Joonis 4: Halli effekt.

Meid huvitab siin kaks suurust:

Ex
pH =
Jx
mis on siis eritakistus kui funktsioon magnetviljast ja kutsutakse magnettakistuseks.
Teine suurus on Halli tegur, mis annab seose magnetvilja, voolu ja tekkiva elektrivilja



vahel:
R = 2 M
H= T0-
JxB
Relaksatsiooniaja lihtsustuses kehtib Langevini valem:

dv e v
= __Z(E B) — —
dt m< T ) T’

kus v on elektronide keskmine kiirus ja T on relaksatsiooniaeg. Voolutihedus on siis j =
—nev, kus n on elektronide kontsentratsioon. Sellest valemis saame liikumisvorrandid

d 1 )
m E—i—; ve = —e(Ex+Bvy);
d 1 )
m EJFE vy = —e(Ey+Bv);
d 1
m(dt+1:> v, = —ek,.
Tasakaaluolekus on v tuletised aja jérgi nullid, ja jargi jadb:
et et et
Vy=——E — @y, vy=——E,+0OT v,=——F,
m m m

kus @, = eB/m on elektroni giirosagedus.
Rakendades neid valemeid Halli effektile on selge, et elektronid ei saa liikuda y-
telje sihis, kuna juht on seal piiratud. Seega peab eksisteerima vastupidine elektrivili

0=-2E +o1(-2K)
m m

eBt

Ey = -0k, = ———FE,.
m
Suuruse Ry saame asendades
. nez’cEx
Jx =
m
valemisse (1):
eBt
PO L
ij nez’cEXB ne ’
m

See vidrtus on siis negatiivne elektronidest laengukandjate jaoks.
Magnettakistus on tavaliselt antud kui

E, B

Jx ne’

Suurust Ry saab modta eksperimentaalselt ja selle alusel leitakse laengukandjate
tihedust.

Metall | Meetod | Eksperim. Ry | Laengukandjaid | Arvutatud —1 /nec\

Li tavaline -1.89 1 elektron -1.48
Na helicon -2.619 1 elektron -2.603
Al helicon +1.136 1 auk +1.135
Cu tavaline -0.6 1 elektron -0.82

Tabel 2: Halli tegur erinevatel ainetel 10724 CGS iihikutes. Allikas: Kittel.



Erinevaid Halli tegureid saab niha tabelis 2. Nagu niha, on mdnede ainete Halli
tegur positiivne. See on seletatav 1dbi kvantmehaanika, kus Heisenberg kutsus positiiv-
seid laengukandjaid aukudeks.

4 Kronig-Penney mudel

Materjalid on erinevad: juhid, dielektrikud, pooljuhid. Miks on nad erinevad, miks osad
juhivad elektrit hésti ja osad ei juhi tildse?

Pohjust peitub selles, et elektronide vdimalikel energiatel on keelutsoonid (joonis
5). Kui juhtivustsoon on tiielikult elektronidest tdidetud (dielektrikud), siis ei jdé neil
ruumi liikuda. Samas metallidel on juhtivustsoon kas kattuv v&i poolenisti tdidetud,
voimaldades elektronidel kergelt omandada suuremaid energiaid, et ringi liikuda.

A

Elektronide energia

a) b) C)

Joonis 5: Energiatsoonid: a) metall, kus juhtivustsoonid kattuvad; b) pooljuht, kus kee-
lutsoon on viike; c¢) dielektrik suure keelutsooniga.

Tekkinud olukorda on vdimalik seletada 1dbi kvantmehaanika ja perioodilise po-

tentsiaalivélja.

4.1 Blochi lainefunktsioon

Kristallivore struktuur on perioodiline. Seega peab ka potentsiaalivili U(r) olema pe-
rioodiline:

U(r+R) = U(r),
kus R on mingi baasivektorite kombinatsioon (joonis 6). Saab niidata, et sellele pe-
rioodilisele potentsiaalile vastav lainefunktsioon sisaldab seda perioodilisust ja tema
kuju méérab Blochi teoreem.

uU=0

ioon
° ° ® ° Y

Joonis 6: Kristalli perioodiline struktuur ja perioodiline potentsiaal.
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Blochi teoreem iitleb, et Hamiltoniaani
2

Iz
H=—-——V*4+U
Yt (r)

omafunktsioon saab valida kujul tasalaine korda mingi perioodiline funktsioon:

ik

Wk (r) = ™ i (r),

kus siis
unk (r + R) = upk (1)
ehk ekvivalentselt '
Yk (r+R) = e Ry (r).
4.2 Kronig-Penney mudel
Kronig-Penney mudel on lihtsustus, kus ruum on vdetud iihedimensionaalseks ja po-

tentsiaal on médratud lihtsa perioodilise nelinurkse funktsiooniga (joonis 7).

A U(x)
Uo

| ¥

-b 0 a
Joonis 7: Kronig-Penney potentsiaal.

Olgu ' ‘
V(x) = e+ Bk (0<x<a)

kus k? = 2mE /1? ja
Y(x) =Ce™ +De™™ (—b<x<0)
kus x? = 2m(Uy — E) /h*. Blochi teoreemi kohaselt otsime lahendit, mille puhul
Y(a < x <a+b)=y(—b < x<0)ekatt),
Paneme paika rajatingimused, et leida konstandid:
y(0): A+B=C+D
v (0) : ikA — ikB = xC —xD
ja kasutades Blochi teoreemi:
v(a): Aeika 4 Bo—ika — (Ceﬂd; +De) lala+b)

V' (a) : ikAe — ikBe = (kCe™ > — xDe?) eid(+h)

11



kus g on Blochi lainenumber.
Antud neljal rajatingimusel on lahend ainult siis, kui A, B, C ja D koefitsentide
determinant on 0. See kehtib jargmisel tingimusel:

cos(g(a+b)) = cos(ka)cosh(kb) + % (]]: - i) sin(ka) sinh(kb). (2)
Sellest valemist saab niha, et teatud tsoonides olevad energiaviirtused ei ole luba-
tud. Valemi vasak pool (koosinus funktsioon) vdib votta vidrtusi ainult -1 ja 1 vahel.
Valides ka = nm, jiib paremale poolele alles +cosh(kb). Samas viimane on absoluut-
vidirtuselt alati iihest suurem. Seega valemile ei sobi viirtus k = nmt/a, mis tihendab,
et energia E = (h?/2m)(n7t/a)? ei sobi ja samuti selle naabruses olevad energiad.
Antud funktsiooni parem pool séltuvalt energiast on toodud joonisel 8.

10

o
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Joonis 8: Vorrandi (2) parem pool funktsioonina energiast. Lubatud energia viirtused
on kahe punktiiriga joone vahel (-1..4+1). Nagu niha on lubatud tsoonid ~2, ~4 ja ~8eV
timbruses. Kasutatud parameetrid: a = 5A, b = 1.5A, Uy = 10eV.

Alternatiivselt saab lubatud tsoone kujutada sdltuvalt lainearvust g nagu on antud
joonisel 9.
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Joonis 9: Tsoonistruktuur samadel parameetritel nagu joonisel 8 funktsioonina lainear-
vust g.
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