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Kokkuvote

Siin on toodud kerge sissejuhatusega autori 16putdd/uurimisala tee-
masse. Elementaarne sissejuhatus perkolatsiooniprobleemi ja juhendaja
Jaan Kalda poolt véljatéotatud algoritmi eksponentide arvutamiseks ka-
sutades modifitseeritud vihimruutude meetodit.

1 Perkolatsioon

Perkolatsiooni probleem uurib lihtsate objektide (juhusliku perkolatsiooni korral
suvalist) paigutamist mingisse voresse voi ruumi. Objektid on ithendatud kui
nendevaheline kaugus on vaiksem kui mingi Ag.

Meile pakub eriti huvi, milliseid klastreid moodustavad omavahel {ihenda-
tud objektid, nende omadused ja eriti huvitab meid, millal tekib IGpmatu suur

klaster.
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Vaatame lihtsat nédidet kahedimensionaalse vore peal. Olgu vore iga solm
tdidetud tGendosusega p. Siin on kujutatud sGlme perkolatsioon. Kaks solme on
seotud iiheks klastriks, kui nad on teineteise kiiljel (igal solmel on 4 voimalikku
naabrit). Antud joonisel on ring timber tommatud 5-lisele klastrile.

Siin on jallegi kujutatud kahedimensionaalne sideme perkolatsioon. Ring on
jallegi timber tommatud suurimale klastrile (19 sidet).

Nagu 6eldud huvitab meid nn. perkolatsiooni l&vi p. - mille korral moodustub
I6pmatu suurusega klaster, mis ulatub vore iihest otsast teise. Fiiiisilise mudelina
voib siin ette kujutada vedeliku litkumist 1dbi poorse aine - vedelik kas padseb
labi v6i mitte. Kui me tdidame solmi vGi sidemeid mingi tdendosusega p, siis
alates mingist p > p. tekib 16pmatu suurusega klaster. Perkolatsiooniteooria
tegeleb klastrite uurimisega peaasjalikult selle lavi p. ligiduses.

2 Paar huvitavat omadust, naidet

Miks on see kiditumine p = p. juures niivord huvitav? Selleks toome jargmi-
se naite: vaatame metsa, kus kasvavad puud. Jagame metsa voreks ja kasvagu
igas vore s0lmes puu toendosusega p. Ehk meil on tegu solme perkolatsiooniga.
Paneme niitid metsa iihest vore otsast polema ja jilgime tulekahju liikumist.
Seda on lihtne modelleerida arvutil kasutades Monte-Carlo simulatsiooni. St.
me simuleerime polemist suurel arvul eri s6lmede konfiguratsiooniga voresid ja
arvutame keskmised parameetrid. Olgu nii, et iga Monte-Carlo sammuga vaa-
tame jérjest 1dbi kogu vore ja kui kohtame polevat puud, siiiitame koik tema
naaberpuud (liikudes vasakult paremale, iilevalt alla). Me teeme seda kuni koik
voimalikud puud pdlevad voi oleme vore iihest servast teise joudnud. Meid huvi-
tab Monte-Carlo sammude arv kui funktsioon p-st. Selleks joonistame graafiku
puu vore solmes kasvamise toenédosusest tule levimise sammude arvuga. Tekib
jargnev pilt:
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Pildi jargi kriitilise perkolatsiooni ldve juures p. = 0.5927 toimub midagi
ootamatud - tuli poleb praktiliselt I6pmatu kaua. Uleminekut kriitilise p, juures
nimetatakse ka faasinihkeks.

Kommentaariks veel, et loomulikult on péris metsade polemise modelleeri-
mine keerukam kui antud lihtsustatud mudel.

Teine néide oleks difusioon ebakorrapérases aines. Olgu meil mingi poorne
aine ja liikkugu seal naiteks vesiniku aatom. Me saame seda jdlle modelleerida kui
perkolatsioonivoret. Olgu vesiniku aatom mingil s6lmel ja igal sammul prooviks
ta juhuslikult lilkuda mingi naaberruudu suunas. Kui antud suunas olev vore
solm on tdidetud, liikugu ta sinna, muidu aga jadgu paigale. Aatom on seega
piiratud sellesse klastrisse, millesse ta algul oli paigutatud. 1976 nimetas Gennes
antud probleemi “sipelgas labiirindis”.

Simuleerime sellist sipelga litkumist palju kordi (n korda) ja leiame sellise
suuruse soltuvuse ajast:

See on ruut-keskmine kaugus. Juhul kui p = 1, siis RZ = ¢.
Sipelga liikumise kaugus R jélgib siin astmeseadust:

R o tF

t oc RE.

Juhul kui p = 0.4, on sipelgas piiratud iihe I6pliku suurusega klastriga ja ei
suuda s6lmest 1opmata kaugele liikuda. Kriitilise perkolatsiooni ldve juures peab
sipelgas ldbima fraktaalse struktuuri ja konstanti 1/k voib kisitleda kui litkumise
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fraktaalset dimensiooni. Juhul kui p = 1, siis R? =t ehk k = 1/2. p = 0.7 juures
on struktuuri fraktaalne dimensioon tuntav ainult teatud distantsil, aga alates
R >> £ on k = 1/2. Arvu £ nimetatakse siin korrelatsiooni raadius, mis on
aukude klastrite maksimaalseks pikkuseks.

3 Erinevad perkolatsioonivored

Perkolatsioonivored ei ole piiratud kahe dimensiooniga, ega ka ruutvoredega.
VGime votta néiteks kolmnurkse sidemete vore. Lisaks on olemas ka sGlme-
sideme hiibriidvored.
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Siin on kolmnurkne vore.

See on Bethe vore voi Cayley puu. Viimane on huvitav seetttu, et tema abil



on lihtne modelleerida d-dimensionaalset struktuuri, kus d — oco. Antud vores ei
ole ringid lubatud; samas saab néidata, et ringid ei ole perkolatsiooniprobleemis
suure dimensionaalsuse korral olulised. Siin p, = 1/(z — 1).

3D vore. Vaib olla nii sideme kui ka s6lme baasil konstrueeritud perkolat-
sioonimudel (servad véi kastid). Uldiselt iile kahedimensionaalse vore korral vaib
vaadelda korraga kahte perkoleeruvat 16pmatut klastrit - seda, kus vore solmed
on tiidetud ja sellele vastavat taitmata solmedega klastrit (klastrid voivad kiia
rist-résti a la mitmetasemelised sillad). 2D perkolatsiooni korral pole see tava-
liselt voimalik.

4 Klastrite geomeetria

Klastrite kirjeldamiseks voib kasutada suurust ng(p), mis oleks s-suurusega
klastrite hulk ruumiiihiku kohta. Ruumiiihikuks on mugav valida iihe vore ruu-
du suuruse. Niiteks kahedimensionaalse ruutvore jaoks oleks iihese klastri ti-
hedus ja ka toeniiosus, et antud solm on klastri nurk n;(p) = p(1 — p)*
iiks okpueeritud ja selle korval neli tiihja naabersdlme. na(p) = 2p2(1 — p)°,
n3(p) = 2p°(1 — p)® + 4p*(1 — p)° jne.

TGendosus, et tdidetud solm kuulub klastrisse suurusega s on sng(p). Summa
koikide voimaluste iile, et antud s6lm kuulub 16plikku klastrisse v6i 1opmatusse
klastrisse, peab andma kokku p:

Siin P (p) on tdendosus, et antud solm kuulub 16pmatusse klastrisse (p < p,
korral on ta 0).

Teine asi, mida vaadata, on keskmine klastri suurus. Tdenéosus, et mingi
s6lm kuulub klastrisse suurusega s, on sng(p), mingisugusesse 15plikusse klast-
risse kuulumiseks Y~ ; sng(p). Seega toendosus, et solm kuulub klastrisse suu-
rusega s on ws = sns(p)/ Y, sns(p). Keskmine klastri suurus on seega

S = ZwSS—ZZSZ;SZ))

Samas p < p. juures on see:

S:ZSTLS an




Perkolatsiooniprobleemi puhul on huvitav see, et samas dimensioonis keh-
tib klastrite kiitumises universaalsus soltumata vore struktuurist (kas ruut voi
kolmnurkvore, sdlme vdi sideme perkolatsioon). Kriitilise punkti p. ligidal keh-
tivad jargmised seosed:

o0
Sp Z ns(p) X |p - pc|270‘ 3
s=1
o0
Sp Y sns(p) < (p—pe)’,
Ss=
o0
Sp Y s*nip) < |p—pe| 7,

oo
S Z sng(pe)e 8 o HY,

s=1

§p) o< [p—pel™”

kus kriitilised eksponendid «, 3, ... on universaalsed antud dimensioonis soltumata
vore struktuurist. Lisaks |p — p.|] << 1ja 1l < H << 1. £(p) nimetatakse siin
korrelatsiooni voi koherentsi raadiuseks ja karakteriseerib klastrite suurust. Ta
on suurus, peale mida klastrite esinemise sagedus vaheneb eksponentsiaalselt.
Operaator S votab siin peamise singulaarse osa allolevast valemist ja on 0 ana-
liititilise funktsiooni juures.

Jéargmine klastri omadus on tema vélimine koorik ehk perimeeter (hull).

]

Eksponent ‘ d=2 ‘ d=3

a=2—-vd —2/3 —0.64 £ 0.05

I6; 5/36 0.39 +0.07

y=vd—20 43/18 1.7+0.11
0=vd/B—-1 91/5 4.81 +0.14

v 4/3 0.82 £0.05

H 1.254+0.05 1.6 +0.1

7= (2vd - B)/(vd — ) 187/91 2.19+0.01

Erinevad eksponendid®.

1M.B.Isichenko: Percolation, statistical topography, and transport in random media.
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Kontiinumi perkolatsiooni saab timber teisendada vore perkolatsiooniks ehk

2Pilt on périt “Percolation, statistical topography, and transpot in random media”,

M.B.Isichenko, 1992.
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6 Fraktalid

Hausdorfl-Besikovitshi dimensioon - olgu meil hulk F' d-dimensionaalses ruumis.
Katame mdodetava hulga F' kastidega Uy (F, A ), kus kasti 1abimaot A\x, < .

My(F) = li inf s
+(F) Ao Ugl«v\) - Al
Dy =inf{s: M (F) =0} =sups: M;(F) = 0.
Kastidimensioon voi mahtuvusdimensioon (Kolmogorovi jargi):

IHN,\

Dg = lim ——-~.
K /\imkolnl//\

AT T el

Fraktaalse struktuuri omapéra. Kui meile on antud {ihe tavalise joone peal
kaks punkti, saame mooda joont liikudes moota nende punktide vahel oleva
segmendi pikkuse. Aga valides kaks punkti antud Kochi kovera sees - mis on
nendevahelise joone pikkus? Lopmatu.

Teine omadus on enesesarnasus. Suurendades joont ndeme seal seda sama
sikk-sakki. Juhuslikke elemente sisaldavate fraktalite puhul rd&gime statistilisest
enesesarnasusest.

Reaalseid fiiiisilisi objekte samas 16pmatuseni ei saa suurendada v6i vihen-
dada. Seal toimib fraktaalsus ainult mingis pikkuse vahemikus [Amin, Amaz]-
Lopmatu klastri puhul oleks see vahemik [A\g, 00], kus Ag on kommunikeeriva
objekti suurus. Kastidimensiooni kastide arv oleks:

Amagz P

Massi hindamine keras raadiusega a:

M(a)~< a4 >D, (@> Amin)

)\min



7 Eksponentide arvutamine
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Antud joonisel on nidha kahedimensionaalse sideme perkolatsiooni klastri koorik.
Kooriku fraktaalse dimensiooni arvutamiseks kasutatavad voimalikud erinevad
karakteristikud on:

e SIDES - sidemete arv, mida koorik mdlemalt poolt puudutab

e LINES - jarjestikku nelja samas sihis olevate perimeetri segmentide arv
e ENDS - véljaulatuvate sidemete otste arv

e HULL - kooriku segmentide arv

e BONDS - sidemete arv, mida koorik puudutab.

Mo6odetud karakteristiku vidrtus saadakse luues N x N vore ja alustades vore
keskelt liigutakse piki koorikut, kuni tuleb serv. Liikumise ajal arvutatakse ka-
rakteristiku vaartus. Seda tehakse palju kordi (miljoneid) ja nendest arvutatakse
keskmine.

Iga konkreetse karakteristiku puhul kehtib

L x N4,

kus L on mdodetud karakteristiku vddrtus, IV on kasti serva pikkus ja d on
perimeetri fraktaalne dimensioon. Ehk siis L = Lo/N¢. Samas see kehtib astimp-
tootiliselt, st. siis kui N — oco. Joonistame graafiku tehes n mootmist saa-
des Ly, ..., L, vastavatele vore serva pikkusele Ni, ..., N,. Siis x-teljel punktile
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(Nk—1 + Ni)/2 saame vastava y-telje d jargnevalt:
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Tulemus peaks olema 1.75. Probleem - eksponentide leidmist segab arvutus-
tel kasutatava vore 16plik suurus - tekib 16plikust suurusest tulenev effekt. Vore
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viikeste suuruste juures on tulemus tegelikust oluliselt erinev.

Traditsiooniline viis eksponendi d leidmiseks valemi L = LoN¢ jargi on joo-
nistada mingi iihe kindla karakteristiku punktid log-log skaalal ja leida joone
tous kasutades lineaarset regressiooni ehk vihimruutude meetodit. Samas véi-
keste vore suuruste korral antud seadus ei kehti ja need tuleb graafikult eemal-
dada. Siin on lihtne liiga palju voi liiga vihe dra votta. Tulemuse vea hindamine
on raskendatud. Lisaks viga suurte vore suuruste juures voib arvutusmaht osu-
tuda véga suureks ja ebapraktiliseks. Ja vaadates eelneva joonise pealt néiteks
BONDS néitajat - nditaja voib koonduda ikka liiga aeglaselt.

Eksponentide arvutamise raskus ei ole spetsiifiline siin toodud ruutvore koo-
riku néitele. Kas saaks kuidagi paremini?

Oletame, et me saame moota m erinevat karakteristikut Ly (A) (néiteks nagu
eelmisel joonisel on neid viis tiikki). Oletame, et kehtib jargmine seos:

Li(N) = Z A N+ kus Op(pt1) < Qkpe
p=1

Teeme teise oletuse, et esimesed m eksponenti o, on vordsed, ja kirjutame
oy = g, kus g <m.

Suurte N-de juures hakkab domineerima kGige suurem astendaja ay1, mis oleks
meie otsitav eksponent.

Eeldades, et liikmed Ay, N (p > m) on viiksemad, kui mdodetud véér-
tustest saadav statistiline koikumine, viskame nad &ra ja saame siisteemi:

AllNOtl —+ AlgN(’w + ...+ AlmNam = Ll(N)
A21Na1 —+ A22Na2 + ...+ AQmNam = LQ(N)

ANt + Ao N2 + L+ Ay N = L, (N)

ehk maatrikskujul
AN = L.

Teeme veel iihe eelduse - det A # 0, siis vottes B = A~! saame
N =BL

ehk
Bi1L1(N) 4 BiaLy(N) + ... + By Lin(N) = N

Bo1L1(N) 4 B La(N) + ... + Boy Ly (N) = N2

By L1(N) + BpmaLa(N) + ... + Bim Ly (N) = Nom

Siin on tegu lineaarse suhtega. Kui meil oleks teada eksponent «y, saaksi-
me leida vastavad konstandid By; kasutades vihimruutude meetodit. Siin tuleb
niitid trikk. Proovime erinevaid eksponente d valemile sobitada konstantidega

C1L1(N) + CoLo(N) + ... + Cp Ly (N) = N4

12



ja vaatame vahimruutude valemi jaaki kui funktsiooni eksponendist d:

(3¢ =, o L)

S(d) =3 52

i=1 g

kus C’,id) on optimeeritav kordaja ja s? on sulgudes oleva avaldise dispersioon:

2 =Var(NF=3" CoLan) = Y. Y L0V Cov(Liw, La) = . > LV S
k=1 k=11=1 k=1 1=1

Yik on siin kovariatsioonimaatriks.

Kui meie eeldused kehtisid, joonistades funktsiooni S(d) graafikule saame
jargmise pildi:
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Tekib m selget miinimumi - vahimruutude viga on koige viiksem vastavate
eksponentide aq, as, ..., au, juures. Antud meetod iitleb, et kui tekib m selget
miinimumi, siis tehtud eeldused (oletused) kehtivad. Lisaks miinimumi juures
peaks S(d) omama hii-ruut jaotust n — m — 1 vabadusastmega. Eriti hea on,
kui S(a) < X2_,,_1(p). Saame leida vea vahemiku leides intervalli kus S(ay, +

Aak) ~ X?L—m—l(p)'
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Antud graafikul on suurim eksponent 1.74998226 + 0.00011 (95%) ja ka-
sutatud on moodetud vadrtusi HULL, BONDS ja SIDES ning kasti suurusi
N = 64..1024.

8 Korreleeritud perkolatsioon

Viga tihti ei ole perkolatsiooni mudel modelleeritava siisteemi juures juhuslik,
vaid on korreleeritud.

co(xi — x5) = (0;6;) — p°
kus
p=(0:).

Hetkel on uurimisel probleem, kus funktsioon kiitub nagu

3

co o |x; —x;]7¢ (Ogagz).

Kui a > 3/4 = 1/v, siis kiiitub nagu korreleerimata perkolatsioon. On teada, et
dimensioon d(a) on:

d(0) = 3/2 = 1.5;
d(3/4) = 1.75.

Uurimisel on siis, mis toimub nulli ja 3/4 vahel.
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