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Kokkuvote
Matemaatilise fiilisika vorrandite teema: vesiniku aatom kvantmehaa-
nikas. Schrodingeri vorrand. Sféérilised koordinaadid. Sfadrfunktsioonid.
Uldistatud Laguerre’i poliinoomid. Elektroni lainefunktsioon ja energiad.

1 Vesiniku aatom

Vaatame aatomit, mille iimber on ainult iiks elektron. Aatomi tuum on laetud
positiivselt laenguga +Ze. Vesiniku puhul Z = 1 ehk tuuma laeng on +e¢. Vorrel-
des elektroniga loeme tuuma massiivseks (elektroni laeng teda oluliselt ei liiguta)
ning paigutame koordinaatide alguspunkti. Meid huvitab elektroni energiad ja
voimalikud asukohad tuuma iimber. Antud aatomi mudel on toodud joonisel 1.

Joonis 1: Vesiniku mudel; elektron on tuuma poolt tekitatud elektrivéljas; tuuma
iimber on tsentraalsiimmeetriline potentsiaalivéli.

Vesiniku korral omab tuuma timber asuv elektron potentsiaalset energiat
(CGS {ihikute siisteemis)
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kus r on osakese kaugus tuumast. Leides elektronile potentsiaalivdljas mojuva

jou saame
oUu €2
F=-VU=—-—F——7=——,
or r?

mis on nagu oodatult tavaline Coulombi seadus.

2 Schrodingeri vorrand

Kvantmehaanikas kirjeldab osakese kiitumist lainefunktsioon ¥(r, t), mis rahul-
dab Schrodingeri vorrandit
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kus & = 1.055 - 1027erg - s on Plancki konstant, M on osakese mass ja U on
tema potentsiaalne energia. V2 on Laplace’i operaator ja omab kuju
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Funktsiooni ¥ argument r = (x,y, z) on vektor (punkt) ruumis ja ¢t on aeg.
Lainefunktsiooni W abil saab méérata toendosuse osakese viibimiseks mingis
ruumi osas, tdpsemalt
|U(r, t)|>dzdydz

on osakese viibimise toendosus elementaarruumalas dxdydz. Toendosus osakese
asumiseks universumis on iiks, seega peab kehtima normeerimistingimus

/ | (r, t)|2dV = 1. (3)

Antud juhul on meil tegu statsionaarsete olekutega, see tdhendab potent-
siaalivéli el muutu ajas:
U=U(r).

Lainefunktsiooni saab siis jagada korrutiseks ajast ja ruumi punktist soltuvateks
funktsioonideks ning anda kujul

Asendades antud valemi Schrédingeri valemisse (2) saame:
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Jagades selle suurusega o(t)1(r) saame

Ldo(t) 1 R 1

=V Ul(r).
& o Mg YEFUE)
Muutujad on eraldatud ja saame vorrandi molemad pooled panna vorduma
konstandiga F. Tekib kaks vorrandit:

Lde(t) 1 o1, _
thm =F, —m(—r)v P(r)+U(r) = E.



Esimese integreerimisel saame

p(t) =ce” n.

Kuna kogulahend on korrutis ¢(¢)¥(r), viime konstandi ¢ teise funktsiooni 9(r)

ja lopptulemuseks on:
iEt

p(t)=e .
Teist vorrandit
fh—ziw Ur)=F (4)
337 ey V) + U =

nimetatakse statsionaarseks Schrédingeri vorrandiks ning vesiniku aatomi lai-
nefunktsiooni saamiseks tuleb see lahendada. R
Antud valemile (4) saab anda lébi Hamiltoni operaatori H ka kuju

Hip(r) = E(r),
kus
H= e VZ4+U
——m + (I‘)

Hamiltoni operaatori tuletusest tulenevalt on voimalik naidata, et konstant F
on osakese koguenergia (potentsiaalne plus kineetiline).
Kuna funktsiooni ¥ mooduli ruut tuleb

2

()" = [p(t)d(r)* = |+ $(r)

‘ iEt

iEt iEt

= e pr)e” T o(r) = P(r)u(r) = [p(r),

siis on osakese asukoha méédramiseks piisav funktsiooni 1 (r) leidmine. Samuti
kitsendub funktsiooni ¥(r,t) normeerimistingimus (3) niitid funktsioonile (r):

[ wwpay =1, )

Valemile (4) antakse tavaliselt jargmise kuju:

2M

V3 + o (BE-U)p =0. (6)

Vesiniku aatomis oleva elektroni massi asemel kasutatakse tihti ka nn. taan-
datud massi
MeMy

e m

kus m. on elektroni mass ja m, on prootoni mass.



3 Sfaarilised koordinaadid

Kuna potentsiaalivili U(r) on tsentraalsimmeetriline, ei ole Laplace’i operaa-
torit V2 mugav kasutada Cartesiuse koordinaatides (z,y,2) ja kasulik on iile
minna sfidrilistele koordinaatidele (r, 6, ¢). Kasutades seoseid

x = rsinfcos¢o
y = rsinfsing
z = rcosf
r = VETPR
/22 2
0 = tan ! VY
z
z = tan ! LA
x

saab Laplace’i operaator kuju
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Joonis 2: Sfaarilised koordinaadid.
Joonisel 2 on néha parameetrite r, ¢, 0 sisu.
Lahutame Laplace’i operaatori veel kaheks osaks
10 0 1
2 1L O [ 90 RN
vi= r2 Or <7‘ 81“) + T2V9¢’
ks 1 0 0 1 02
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— — [ sing— —
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ja rakendame seda valemi (6) peal
10 (,0¢ 1_, 2M
—— — =V —(E-U)y =0. 7
r28r<r 8r>+r2 bo¥ + h2( )Y (7)



4 Sfaarfunktsioonid

Et liikuda edasi vesiniku aatomi lahendiga, tuleb vahepeal leida sfaarfunktsioo-
nide kuju. Selleks vaatame rotaatorit kvantmehaanikas.

Rotaatoriks nimetatakse osakest, mis tiirleb fikseeritud kaugusel r ettean-
tud keskpunktist. Lisaks loeme osakesele mojuva potentsiaalivélja konstantseks
ja konstandi F — U lihtsustamiseks voime votta U = 0. Valem (7) tuleb siis
tahistades Y = 1.

10 (,0Y 1 _o 2M
— - —=Vi,Y + —FEY =0.
r2 or <r 8r>+r2 067+ 73
Kuna oleme osakese fikseerinud mingile kindlale raadiusele r, huvitab meid osa-
kese leidumise toendosus raadiusest soltumata mingis suunas, ehk Y =Y (6, ¢).
Siis on Y osatuletis r jargi null ja valem lihtsustub veelgi:

2M

1 2

Tuues sisse inertsimomendi I = Mr?, saame

1_, 2I

Korrutades seda niiiid védrtusega r? ja asendades

21
)\ = ﬁE,
saame valemi
VisY +AY =0, (8)
ehis 0 1504 0’y
1 1
= (sinf= | + ——=— + AY =
T (Sm ae) taZeage TN =0 ©)

mis peab lisaks veel tditma normeerimistingimust (5).
Otsime lahendit korrutisena

Y(0,9) = 0(0)2(¢), (10)
kusjuures peab kehtima
D¢+ 2m) = D(9). (11)
Asendame korrutise vorrandisse (9) ning eraldame muutujad:
o d do 0 d*® sin” f
— — [ sinf— ———— + 0P = -
Sin 0 4 (Sm d0> T nZader TOP =0 0%
sinfL (sin699) 4 \Osin®9 T
5 T e T

Kuna muutujad on eraldatud vorduse moélemale poole, peab vorduse molema
poole védrtus olema konstantne ja téhistame selle kui p. Seega saame kaks

vorrandit: L4 5o
R __H -
T <s1n9d9) + ()\ sin29> 0=0 (12)




ja
d*®
— +ud =0. 13
do? T H (13)
Vérrandil (13) on perioodilisuse tingimusel (11) kaks erilahendit (p < 0 ega
1 = 0 ei kolba perioodilisuse tingimuse jaoks, jaib ainult p > 0):

B1(9) = VI, Dy(g) = TV,

)

Lisaks et oleks téidetud perioodilisuse tingimus, peab ,/p olema téisarv. Tuues
sisse arvu m seosega p = m?, saame valemi (13) lahendiks

d(p) =e™?  (m=0,%+1,..)

Teades niitid p vadrtust, saame liikuda vorrandi (12) lahendamisele. Teeme
muutuja vahetuse

d
cos =17 = d—; = —sinf = —Vsin?0 = —/1 —cos20 = —/1 — 72,
Asendame selle vorrandi (12) esimesse poolde:

1 d o 1 d o
R 1 - - —_— — 20— =
sin 6 df <Sm9 > VI = cos2 0 db (V L cos 0d9>

_ 4 ( ) zd@dT> dr

" drde) o

Tehes muudatuse ka teises pooles, saame kokku
d do m?
E |:(1T2)d7':| +(>\12>@_0, 7—6(71,1), ’m:O,:I:l,
7 piirang tuleb tema definitsioonist - ta ei saa voimalikest koosinuse véértustest
erinev olla. Antud vorrand on n-jarku Legendre’i vorrand.

Legendre’i vorrandi lahenduskaiku me siin ei vaata ja toome dra ainult tu-
lemuse. Mittetriviaalsed lahendid on Legendre’i kaasfunktsioonid

O (0) = P™(cos ) 1=0,1,..; m=—-l,..,0,...,0)

ja vastavad omavéirtused on
A=1(1+1) (1=0,1,...). (14)
Asendades selle valemisse (10), saame valemi (8) mittetriviaalseks erilahendiks
P™(cos)e™?, (i=0,1,..; m=—-l,..,0,...,10).

Lisaks tuleb niitid rakendada normeerimistingimust (5). Tulemuseks on funkt-
sioonid, mille lineaarseid kombinatsioone nimetatakse sfaarharmoonikuteks:

20+ 1) (1 — ! .
Yim (6, ¢) = ’y\/( 4—; ) El n Z;!Bm(c059)61m¢ (=0,1,..; m=-1,..,1),

(15)
kus vy = (=1)" kui m >0 jay =1 kui m <0.



5 Vesinikuaatomi arendus
Otsime lahendit kujul
Y(r,0,0) = R(r)Yim(0, ¢),

kus Y}, (0, ¢) on sfadrharmoonik. Asendades selle ja potentsiaalse energia (1)
valemisse (7), saame:

1d ([ ,dR R_, 2M =

Kuna valemite (8) ja (14) alusel on

Asendame selle eelmisesse valemisse, taandame, votame tuletise ja grupeerime:

1 d [ ,dR R 2M €2 1
—— — | Y — U+ 1), E+— |RY,, =0, | -—
r2dr(r dr) ! r2(+)l +h2( +r) ! ‘ Yim
1 d[( ,dR R 2M €2
—— — | -=ll+1)+—(EF+—)R=0
r2d7’<r d?") T2(+ )+h2 ( +T) ’
d?R 2dR R 2M €2
—— —=Ill+1 E+—|R=0
dr2 ~ rdr r2(+)+h2< +r> ’
d’R  2dR 2M €2 I(1+1)
—_— - — | FE — R=0.
dr?2 7 dr [ h? < * T ) r2 }
Eeldusel, et E < 0, teeme muutujate vahetuse
. . SME
p = or, d=1/— o (16)
Arvutame R esimesed tuletised ja asendame saadu viimasesse valemisse:
AR _dRdp _dR; _pdR PR _ @R _ P &R
dr  dpdr dp rdp’ dr? dp? 12 dp?’

2 72 2 2
p?d*R  2pdR 2M 2M € (l+1) r
——+--—+—FR+——R— R=0 - —
r2dp2+rrdp+ h2 * 2 r r2 02’

d’R  2dR I(I+1 2M h? 2M €2 2
cR 2AR WY )R+2ER-T2<—> el ')
dp p dp p 17 SME ror pp
d’R  2dR I(l+1 1 2Me% r 1
5 t - - (t )R—fRJr 26 ZfR:O,
dp*  pdp p 4 h* pp
2 2 1 1 2Me? 1
ER 2dR M0+, 1p 2MEl,
dp* ~ pdp p? 4 h?6 p
>R 2dR I(1+1) 1 n
—_— - - R—-R+—-R=0 17
dp*>  pdp p? ity ’ (a7)



kus konstant n on

Toome sisse uue otsitava funktsiooni y(p) 1abi jirgmiseks seose

—_P
R=ple 2y(p), (19)
kus siis y = y(p) on uus otsitav funktsioon. Arvutades tuletised saame:

dj — lp(l_l)e_gy — lple_gy + ple_gy/ =
dp 2

] —£ l 1 ’
=pe (- —5)y+y],
p 2
1
=11 —1)p=De 5y — ilp(lfl)efgy +1pUVe= 5y —
1 p 1 p
= [lp(”)ezy —5ple Fyt ple2y’} +

D=5y — %ple*?y’ +ple by =

(2523 ()]

Asendame need tulemused valemisse (17) ja jagame ple’g—ga:

= plef

(S}

(-1 1 1 21
<( 5 ) +)y+(1)y’+y"+
p p 4 p

20 1 2 I(l+1
(1), 2y 2D

1
P2 T YT
1 1

. (2 2\ , [l(l-1) 1 21 (l+1) 1 =n
=9+ = -1+ )Y+ sttt 55— -+~ |y=
p p p p p* P p 4 p

4
2042 I 1 n
:y”+(—1>y’+(——+>y=0-
p PP P

Korrutades viimast avaldist p-ga, saame

py" +20+1) = ply' +(n—1-1)y=0. (20)

Selle valemi lahendiks on aga iildistatud Laguerre’i poliinoomid, mida vaatame
jargmiseks.



6 Uldistatud Laguerre’i poliinoomid

Olgu a > —1. Vaatleme jargmist Sturm-Liouville’i {ilesannet: leida vorrandi

d dy
a+l _—x o, —T —
. (x e dw) +z% Ay =0

mittetriviaalsed lahendid vahemikus z € [0, 00), mis on punktis 2 = 0 tokestatud
ja ei kasva x — oo korral kiiremini kui muutuja x 1oplik aste.
Tehes lahti sulud, saame

xa+1e—zy// _ xa+le—1yl + (Oé + 1)xae—my/ +.Ta€_sz — 0 ‘ . x—aex’

2y’ + (a+1—2)y + Xy =0. (21)

Defineerime funktsiooni w(z) = 2™ *e~* (m = 0, 1,...). Seda diferentseeri-
des saame

m+a—1_—x m+a6793 — m+ o

w' = (m+a)z e —ux w—w=zw =(m+a—1)w.

T

Diferentseerides viimast seost veel m + 1 korda, saame
2w + (x —m—a)w =0

zw”" +(x—-m+1-—a)w +w=0

w” +(x—m+2—-a)w” +2uw' =0

2w ™ 4 (2 +1— a)w™ ) 4+ (m+ )™ = 0. (22)
Defineerime niiiid otsitava funktsiooni L, (x) 14bi seose

w™ (z) = mlz®e "L (z) = LY (z) = %emw(m).

Et asendada seda vorrandisse (22), leiame kaks esimest tuletist:

(m) lp®e—2% [ .
wmt) — d(uc;x ) = d(m Id(; m) =mle " (az® 'L — 2*L% + 2*L%) =

=mle "z [(azfl - 1)Ly + Lf‘n}

(m+1)
w™m+?) — d(w™7)
dx

a—11a arToa a—1lra aroa afoy
ar® Lo + Ly —ax® LY, + Ly, — x“ L) =

=mle ®(a(a—1)z* 2LY +az® 1LY —az® 1LY —x® L% +

=mle "z [(a(a — D272 =202 4+ 1)L2 + (202~ —2)L2 + Lf‘n} .
Asendades need valemisse (22) ja jagades vidrtusega mle™*x®, saame

oL +2a -2z +x+1—a] L2+

+ale—1)z ' —20+2+a—z+ar ' —1-a’z ' +a+m+1] LY =



=2l% 4+ (a+1—2)L2 +mL% = 0.

Viimase vorrandi kuju aga langeb kokku valemiga (21) juhul kui A = m. Seega
on funktsioonid LS, vaadeldava vorrandi omafunktsioonid, mis vastavad oma-
vadrtustele A = m.

Seega omavidrtuse A = m (m = 0,1,...) korral on vorrandi (21) lahend

funktsioon
L% (z) = ﬁeﬂcﬁ@mae—x)
m m!  dax™ '

Seda valemit nimetatakse Rodrigues’i valemiks ja antud funktsioone nimetatak-
se iildistatud Laguerre’i poliinoomideks.

7 Vesiniku aatomi lahend
Vaadates niitid uuesti valemit (20)
Py R+ +1=ply +(n—1-1)y=0

on niha, et tegu on sama valemiga (21), mille lahendid olid iildistatud Laguerre’i
poliinoomid, kusjuures omavéaértused on

A=n—-1-1, A=0,1,..
ning nendele omavéartustele vastavad omafunktsioonid on
yni(p) = Ly (p)-

Kuna [ on téisarv, siis peab ka n olema téisarv. Lisaks kuna A > 0, siis peab
n > 1+ 1. Ja kuna [ > 0, siis peab n olema vihemalt 1. Fikseerides n-i, saame
siit piirangu I-le:

l=n—-1-A=1=0,...,n—1.

Asendame saadud tulemuse valemisse (19):
e e _sr
Ru(r) = ple” Syulp) = ple” SLITL [ (p) = (or)'e” T LI (or).

Edasisteks lihtsustusteks toome sisse Bohri raadiuse a valemiga

h2
0= 7 = 05294,
Paneme selle valemisse (18):
_2Me* 2 I
"T RS T has  na

ja asendame funktsiooni R,;:

l
2r o 2r
Rn(r) = (na> e na L2 (na) .

Normeeritud kogulahend oleks meil siis

¢nlm (7’7 97 (b) = Aannl (T‘)lem(97 ¢)7

10



kus

n = 1,2,..;
l
m = -1,..,0,..1

|
uO
E

|
i—‘

ning arvu n nimetatakse peakvantarvuks, [ on orbitaalne kvantarv, m on mag-
netiline kvantarv ja A,; € R on normeerimiskonstant. Viimane avaldub normee-
rimistingimusest (5) jargnevalt:

2
/ / / | At Rt (7) Yim (0, ) |* 2 sin Odpdfdr = 1,

2m
Anl/o | nl / / D/lm | sm@dgbdG* 1.

Kuna sfddrharmoonik on juba normeeritud, lihtsustub vorrand veelgi

Aﬁl/ |Rp(r)]? r2dr =1
0

_ 1 _J(2) oot
Anl = \/f(;)o |Rn[(r)|2 r2dr o \/(na) 2n [(n—|—l)']3

Konstantse toendosustiheduse pinnad on kujutatud joonisel 3.
Lopuks saame tuletada ka elektroni energia E. Vottes seose (18) ruutu saa-
me:

ja saame

— 2M 2
R
5 AMZet
"= g
Asendades sinna (16) tuleb
2 SME
= ———
n?
5 4M?*et P Met Met
n® = — . = — N D P ———
rt 8ME 2R2E 2h2n?

ehk siis elektronil voivad vesiniku timber olles olla jirgnevad energiad:

Me*

n = o

(n=1,2,..).

11
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