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1 Funktsionaalanallitisi elemente

1.1 RuumL?[a,b]

Vaatame I6igula, b] C R mé&éaratud kompleksarvulisi funktsioome [a,b] — C, mis
rahuldavad tingimust

b
/ | (X)[2dx < +oo.
a

Tegu on antud I8igul integreeruva ruuduga funktsioonideai funktsiooni vaadata
kui ajas muutuvat signaali (t), siis antud piirang t&hendab, et signaali energia on
1Bplik.

Definitsioon 1.1. (Hulk L? [a, b)) Tahistame kdigi selliste funktsioonide hulga kdia, b],

S.t. N
L2[a,b] = {f :[a,b] — C / |f (x)|dx < +oo}.

Definitsioon 1.2. (Hulk L [a, b])

L[ab] = {f ‘[ab] — C

b
/ [f(x)|dx< +oo}.

Definitsioon 1.3. (Hulk 12) Olgu antud jadg &}, Defineerime jadade hulga

12 = {{zk} Z'Ek|2<+m}'

Lintegraali all mdeldakse siin Lebesgue integraali. Viimadimaldab integreerida laiemat hulka funkt-
sioone, kui Riemanni integraal. Lisaks loetakse kaks finkhi ekvivalentseks, kui nad erinevad hulgal,
mille m&dt on 0.




1.2 Vektorruum

Lineaaralgebras kasitleti vektoreid ja vektorruume. Régit tehti seda 1abi eukleidili-
se ruumiR". Siin laiendame seda ideed.

Definitsioon 1.4. (Vektorruum)Hulk V on vektorruum Ule korpuse K, kui seal on
maaratud elementide liitmine ja korpukeelemendiga (skalaariga) korrutamine, mis
rahuldavad tingimusi

at+b=Db+a, Va,beV;
(a+b)+c=a+(b+c), Va,b,ceV;
leidub element @& V, nii et
O+a=a, VaeV,
iga elemenda € Vjaoks leidub vastandelement € V, nii et
a+(—a)=0;
la=a, leK,VaeV,
A(Ha) = (AW a, YaeV, VA, ueK;
A+ pa=Ara+pa YaeV, VA,peK;
A(a+b) =Aa+Ab, Va,beV, VA e K.

Vektorruumi tile kompleksarvude korpuSanimetatakse kompleksseks vektorruumiks.

Teoreem 1.1.Hulgal L? [a, b] on v6imalik defineerida elementide liitmine ja skalaariga
korrutamine selliselt, et on taidetud vektorruumi aksicn®Igu f,g € L?[a,b] ja
ce C, siis

(f+9) () =0 +9().
(c- () =c-f(x)

iga x € [a,b] korral.

1.3 Normeeritud ruum

Definitsioon 1.5. (Vektori norm)Kompleksset vektorruunv nimetatakse normeeritud
ruumiks, kui igale elemendila € V on vastavusse seatud reaal@al, mis rahuldab
tingimusi

la >0, VaeVijala=0=a=0;
la+bl <a +[b],  vabeV;
IAaf = [Alllall,  vaeV,vAeC.

Elemendi norm maarab nii 6elda elemendi pikkuse. Lisaks @malik defineerida
meetrika, s.t. olgu elementideb € V vaheline kauguga — b||. Siit on v8imalik defi-
neerida vektorruun¥ elementide jaddan} piirvaartus labi

lim apy=a< lim |jap—al|=0.
n—co n—c0



Teoreem 1.2.Vektorruum B [a, b] on normeeritud ruum, kus norm on antud l&bi

b
1] = / R

1.4 Skalaarkorrutisega vektorruum

RuumisR" on olemas mdiste, mida nimetatakse skalaarkorrutiseke &lil saab
leida vektorite projektsioone ja vektorite vahelisi nurki

Definitsioon 1.6. (SkalaarkorrutisKomplekssel vektorruumiy on méaaratud skalaar-
korrutis, kui selle ruumi igale kahele elemendilga b on vastavusse seatud mingi
kompleksarv(a,b), mida nimetatakse nende element&kalaarkorrutiseks, ja mis
rahuldab tingimusi

(a,by = (b,a), Va,beV;
(AMa+A2b,c) = A1 {a,c)+Az(b,cC), Va,b,ceV, VA1, A2 € C;
(a,a) >0, VaeVija(a,a)=0<a=0.

Teoreem 1.3.Vektorruumil [ [a, b] on vBimalik defineerida skalaarkorrutis. Olgugfe
L?[a,b]. Siis

b -
<f,g>:/a f (%) g9dx

Siit on naha, et funktsiooni norm dif|| = /(f, f). TApsemalt 6eldes vdib igas ska-
laarkorrutisega ruumis defineerida normi selliselt.

Nuud saame leida kahe funktsiooni vahelise nurga, tihe $ioti projektsiooni teise
peale ja ka otsustada, kas mingid funktsioonid on “ristt’,@n ortogonaalsed:

[(f.9)]
gl
flge (f,g)=0.

cosf,g=

Néide 1.1. Olgu f,g € L?[-1,1] ja f(x) = x ningg(x) = 5x — 3x. Siis

(f.9) =/lx- (5X3—3x)dx:/

-1 -1

1

(5¢-3¢)ax= (¥ —<)| =0

ehk need kaks funktsiooni on omavahel ortogonaalsed.

1.5 Hilberti ruum

Hilberti ruum on mdiste, mis jookseb labi vaga paljude matatitiste tehnikate. See
on skalaarkorrutisega ruum, mis rahuldab teatud “haidjitmusi.

Definitsioon 1.7. (Fundamentaaljadajada{a,} nimetataksdundamentaaljadaks
kui suvalisee > 0 korral leidub naturaalarmp € N nii, et igan,m > ng puhul kehtib
vorratus||an — am|| < €.



Definitsioon 1.8. (Hilberti ruum) Skalaarkorrutisega ruumi, kus iga fundamentaaljada
koondub antud ruumi punktiks, nimetatakdigberti ruumiks .

Teoreem 1.4.Ruum 2 [a,b] on Hilberti ruum.

1.6 Ruumi baas ja elementide koordinaadid

Definitsioon 1.9. (Lineaarne soltumatusyektorruumiV elementesy, ..., ax nimeta-
takselineaarselt s6ltumatuks kui vordusest

Mag+...+ A =0
jareldub, et
AM=...=A=0.
Ehk elemendid on lineaarsed, kui Gihtki neist ei saa tulet@idee kaudu.

Néaide 1.2. RuumisL?[a,b] on iga elementide X, x?,... I8plik alamhulk lineaarselt
sOltumatu.

Definitsioon 1.10. (Ruumi dimensioon, I6pmatumddtmeliseglmiV nimetatakse-
dimensionaalsekskui seal on maksimaalseitineaarselt sdltumatut elementi. Ruumi
nimetataksddpmatumddtmeliseks kui iga etteantud naturaalankue N korral on
vOimalik leidak lineaarselt s6ltumatut elementi.

Néide 1.3. Néite 1.2 alusel on ruur? [a, b] IBpmatumddtmeline.

Definitsioon 1.11. (Baas)OlguV n-dimensionaalne. Siis on vdimalik leiddineaar-
selt sBltumatut elementi, mida nimetatakse antud rihamsiks

RuumiV igat elemendi saab siis esitada tema mingi baasi lineaarabikatsioonina.

Teoreem 1.5.0lgu vektorruumV n-dimensionaalne ja olgu antud mingi b@as. . . ,en}.
Siis ruumiV iga element a on esitatav kujul

a=> aie,
|
kus skalaaricdh, on antud elemendi koordinaadid antud baasil.
Naide 1.4. VektorruumisR? on iga elemena = (€1,&2,&3) esitatav kui
a= El (17070)+EZ (05150>+E3 (07071)

Baas on siin{(1;0;0),(0;1;0),(0;0;1)}.

1.7 Ortonormaalsed sitsteemid Hilberti ruumis

Mis juhtub siis, kui tegu on I6pmatumddtmelise ruumiga? tOspet iga (I6pmatu)
lineaarselt sdltumatu hulk antud ruumi elementidest dv&@laasiks, vaja on lisatingi-
musi.



Definitsioon 1.12. (Ortonormaalne sisteentjilberti ruumi H loenduvat elementide
hulka{ec} nimetatakse ortonormaalseks, kui

1, kuii=j;
(&,€)) = L
0, Kkuii#j.
Sellist hulka nimetatakse antud ruubhiortonormaalseks ststeemiks

Néide 1.5. VektorruumisR? on baas{(1;0;0),(0;1;0),(0;0;1)} ortonormaalne.

Definitsioon 1.13.(Ortonormaalse sisteemi taielikkudijberti ruumiH ortonormaal-
ne sisteenfe} ontaielik, kuiiga f € H korral

fl{e}tef=0.
Taielikku ortonormaalset siisteemi nimetatakse ka antuthrartonormaalseks baasiks

Teoreem 1.6. Olgu {ec} taielik ortonormaalne siisteem. Siis iga elemerg i on
esitatav labi Idpmatu summa

f= ch@: Z<f,e<>e<,

kus konstantejc= (f, &) nimetatakse elemendi f Fourier’ kordajateks ortonormeals
siisteem{ec} jargi.

Néide 1.6. RuumisL?[—1,1] moodustavad Legendre poliinoomid

Po(X) = 1,

PL(X) =X,
3x2—1

Pz (X) = > s

taieliku ortogonaalse stisteemi. Need on saadud naiteseddd poliinoomide teisen-
damisel. Ortonormaalsest suisteemist erinevad Legenmiiénoomid ainult konstandi
vorra:g = R/ ||P||. Seega iga funktsioof € L2 [—1,1] on esitatav labi summa

f:%ﬁ(fﬂ)ﬂ. (1.2)
Néide 1.7. Olgu antud kaks funktsioorfi,g € L?[a, b]:
f(x) =1,
_Jf(x), kuixe[ab]\{a+252 a+252 a+258 ),
90 = {O, kuixe {a+22 a+0z2 a4 b2 1.

Antud funktsioonide puhul
If—gl=0

ehk ruumiL?[a,b] normi méttes on nad samad. Sama moodi véivad teoreemis 1.6
antud funktsioonidf ja ¥ cke erineda loenduvas arvus punktides. Tapsemalt 6eldes
nad v@ivad erineda hulgal, mille md6t on 0.



1.8 Rakendusi

Me oleme jdudnud arusaamisele, et funktsioone on véimailiia@a lineaarse kombi-
natsioonina antud ruumi taieliku ortonormaalse susteégmentidest. Ja meil on liht-
ne eeskiri, kuidas antud lineaarse kombinatsiooni korddgéda. Siin vaatame paari
rakendust, mis seda saavutust &ra kasutavad.

Teoreem 1.7.0lgu Hilberti ruumis H antud téielik ortonormaalne siiste¢en, e, . .. }.
Siisiga fe H jak > 1korral

k+1 k

_;<f,a>a—f _;<f,e>a—f

Seega lineaarsesse kombinatsiooni elemente juurdediiapgo summa aina lahemale
(tapsemalt deldes ei ligu kaugemale) antud funktsioofifist

<

Teoreem 1.8.Olgu Hilberti ruumis H antud I16plik ortonormaalne hulles, ..., en}.
Siis nende elementide lineaarne kate=X{f|f = Yi_; A&, Ax € C} on alamruum
ruumis H(X, C H). Olgu f € H. Siis kehtib

k

_;<f,e>a—f

Ehk alamruumisx, ei leidu teist elementi, mis oleks ligemal funktsioonflekui an-
tud summaga saadud element. Seega meie eeskiri funktsiomniana aproksimeeri-
miseks annab parima vdimaliku tulemuse antud alamruXmis

<llg-fll, VgeX.

Néide 1.8. Olgu antud mingi keeruline funktsioon, mida on tilikas iiliselt kasit-
leda. Antud juhul vaib olla kasulik asendada ta mingi teiggktsiooniga, mis on kujult
sarnane aga lintsam té6delda. V6i on antud funktsioon nilisgdtja me tahame saada
sarnase kujuga funktsiooni analiiitiliseks to6tlemisiiteks voib ta asendada mingi
mesimese Legendre poliinoomi lineaarse kombinatsioonaertv(1.1)).

Naide 1.9. Tihti on v8imalik saada vaga hea funktsiooni lahendus juli@gmdp-
liku arvu m elemendiga. Valiku vBib teha ka selliselt, et valitaksevedadid, mille
panus funktsiooni on kdige suurem (need, millel on summge&8&uuremad Fourier’
kordajad), ehk siis vaadatak$g, ) vaartusi ja vBetakse kdige suuremad. Informat-
siooni hulk nende elementide koeffitsentide jaoks vdib pd§u vaiksem funktsiooni
enda kirjeldusest. Seega on siin vdimalus andmete pakéknisSeda ideed kasuta-
takse piltide ja video digitaalseks pakkimiseks. Loomullilsdltub pakkimine valitud
baasist ja andmete iseloomust. Baaside leidmine, mistgilté pakivad ja samas mille
kasutamine ei ole arvutusmahukas, on kindlasti ks suahlpeme.

Néaide 1.10. Diferentsiaalvorrandit®u = f numbrilisel lahendamisel asendatakse ot-
sitav suurusi summaga
n
U= Zcia
i=

20n véimalik leida “halbu” funktsioone, mis antud baasigafduvad vaga aeglaselt. Samas rakendustes
nendega tavaliselt kokku ei puututa.




ja moodustatakse susteem
(Dd,e1) = (f,e1),

(Dd,en) = (f,en);
koeffitsentidec, leidmiseks. Votmesonad: variatsioonmeetod, Ritzi meeBaderkini
meetod.

Naide 1.11. Summas
f= Zcia
|

vOib konstante; vaadata kui kaale, mis iseloomustavad baasielengpdnust/olulisust/sobivust/jne.
antud funktsiooniga. Valides/konstrueerides spetsifiaase on véimalik nii signaale,

andmeid, jne. anallUsida. Lisaks peale kaalude saamisbiomalik neid muuta, nii

vahendades v6i suurendades vajalikke omadusi antud faohts.

2 Fourier’ teisendus

2.1 Fourier’ rida
Teoreem 2.1.Ruumis E[—1t, 11 moodustavad funktsioonid

{ }

lga funktsioonf € L2[—11, 1] on seega esitatav reana

00

f(t) = ZT[(f 1)+ :{Z (f,coskt) coskt + (f,sinkt) sinkt

T

== s)ds+ = Z/ s)cos(ks) ds: coskt+/ f(s)sin(ks) dt - sinkt

—T
== + z Ay coskt + By sinkt, (2.1)

kus siis

A= %[ i f(s)cos(ks) ds

L
Bk = —/ f(s)sin(ks) ds
) _n
Kuna antud funktsioonid on perioodilised, siis saab fuiokisi f laiendada kogu reaal-

arvude hulgale defineeridé¢t + 2m) = f(t). V&i vastupidi, mingit reaalarvude hulgal
perioodilist funktsiooni saab reaks lahutada kasutadeglartonormaalset stisteemi.

Antud suisteemi vBib laiendada ka funktsioonidele, mis aiopdigaT , s.t.f € L2[ 5 ;}
Siis kasutades sagedwst=1/T, saame

f(t)= % + Z Ay cosk2mvot + By sink2mvot,
K=1



kus siis

2 T/2
Ac== / f(s) cos(k2rvps) ds
T/ 12

2 T/2
Bk = —/ f(s)sin(k2nves)ds
T/ 12

Tehes asendugg = R cosy ja By = R¢singy, saame

f(t)= % +kz Rk cos(k2mvot + @) -
=1

Siin on signaalf (t) jagatud nn. harmoonikuteksagedusega = kvg, kusvo =1/T.
Tulles tagasi rakenduste juurde, saame antud suBgyaigy interpreteerida kui mingi
signaali harmooniku amplituudiR«|? on antud harmooniku v&imsus) ja faasinihet.

Naide 2.1. Looduses on vaga paljud ndhtused seotud vdnkumiste jadgiag selline
baas sobib vaga hasti nende analtutsimiseks.

Néide 2.2. Antud baasi kasutatakse heli ja piltide pakkimiseks. N&iteanem JPEG
failiformaat kasutab pakkimiseks trigpnomeetrilist ladBEG2000 standard kasutab
lainikuid.

Naide 2.3. Muusikaslisteemis ei pruugi mingi kdlar erinevaid sagedasiaselt esi-
tada (pBhjuseks vBimsuse kadu teatud sagedustel) - salle saab kompenseerida
lahutades signaali komponentideks, suurendades probéteisageduste amplituudi ja
teisendades koefitsendid tagasi uueks signaaliks, misadidetakse kdlarisse. Selle
asja nimi on ekvalaiser.

Naide 2.4. Vaatame jargmist blokk-signaali ja tema aproksimatsidéinin = 50 esi-
mese Fourier’ komponendi:

1k A Al A
Uv\/ \/\/U vVV




Nagu néha, on aproksimatsioonivaga sarnane. Samas paitigtiital, kus toimub vaga
kiire muutus, nédeb aproksimatsioon vaga laineline vaaibaidata, et antud lained
jadvad alles isegi piirih — 0 omades mingit I18plikku kdrgust, samas nende pindala
on samal piiril null. Antud néhtust kutsutakse ka Gibbsidereniks.

Trigonomeetriline baas on esitatav ka komplekskujul

ik2rvgt
{\/%el }keZ ’
Siis
ft)=3 ™, (2.2)
k=—o0
kus

1/2vg .
Ck = vo/ f (t) e k2ot dt,
71/2V0

2.2 Fourier teisendus

Vaatame funktsioone, mis on méératud Ule kogu reaalarvuidah

Definitsioon 2.1. (Hulk L? (R)) Defineerime reaalarvude hulgal maaratud kompleks-
arvuliste integreeruva ruuduga funktsioonide hulga:

LZ(R){f :RHC‘/R|f(X)|2dX<+°°}.

Hulk L? (R) on Hilberti ruum, s.t. seal on defineeritud skalaarkorrutis

Definitsioon 2.2. (Hulk L' (R)) Defineerime reaalarvude hulgal mééaratud kompleks-
arvuliste absoluutselt integreeruvate funktsioonideaul

Ll(R):{f :R—>(C’/R|f(x)|dx< +oo}.

Proovime laiendada Fourier’ rida mitteperioodilisele riigtule signaalile, s.t. olgu
T — o ehkvg — 0 . Defineerime

f, _ [ f (t)e 2™Mdt
v (V) = ™ (e
- 0

ja edasi teisendame

0o 1/2\}0 . .
f(t) _ Z <VO/ f (t)eIKZTl\)otdt) eIkZTlvOt

k=—00 —1/2v9

= Y fug (kvo) €™'vg

k=—00

= 3 fuy (kvo) €7 ((k+ 1)vo — kvo)
k=—0c0

=5 fug (Vi) €2 (Vi1 — Vi), kusvy = kvo.
k=—00



Seda saab vaadata kui Riemanni summat ja pigri— 0 saame
fv)= / f(t)e '?™Mdt,
R
f(t) = / f (v)eZ™dy.
R

Osutub, et igd L2 (R) puhul nii antud integraalid ei koondu. Veel véib markida, et
funktsioond?™ ¢ L2 (R) ehk tegu ei ole ruumi? (R) baasiga. Defineerime Fourier
operaatorid:

Definitsioon 2.3. Operaator “1?(R) — L?(RR) on Fourier’ teisendus ja rakendub
tavaliselt reegliga

fv)= /]R f (t)e 2™t

Operaator “L? (R) — L2 (R) on Fourier’ poérdteisendus ja rakendub tavaliselt reeg-
liga

G0 = [ gv)e™an.

Maarang “tavaliselt” antud definitsioonis kasitleb “hafdhktsioone, mille puhul an-
tud integraalid koonduvad. “Halva” funktsiooffi korral on véimalik ruumis.? (R)
leida “heade” funktsioonide jadgf, }, nii et f, — f ja integraalf,, koondub. Sellisel
juhul defineeritakse
f=lim f,.
n—c0

Teoreem 2.2.Operaator” on operaatori- poddrdoperaator. Kehtib
(f)y= 1.

Viimases vOrduses antud funktsioonid v6ivad siiski erabdlgal m6dduga 0, s.t. nad
on vérdsed peaaegu koikjal. Vardusmark on pandti@®) normi alusel.

2.3 Fourier spekter, aknaga Fourier spekter

Valemis

f(t) = /R f (v)e?™dy

vBib Fourier teisendusf (v) vaadata kui signaali$(t) esineva sageduse kaalu.
Funktsioonf (v) on tavaliselt kompleksne ja rakendustes vaadatakse @imisusspekt-

rit | £ (v)]%.

Naide 2.5.Voérdleme kahe signaali Fourier’ vdimsusspektrit (joonidMdlemad spekt-
rid iseloomustavad signaali pdhisagedusi. Samas nad eiiafot, kus antud sagedu-
sega osad asuvad.

10



Signaal FFT

I

Joonis 1: Kahe signaali Fourier’ voimsusspekter. Uleminesio 5 - e 4 cos1k-
e (<107 alumine(sin 5+ sin 11x) - e~ *-5%/2,

t

Paljudes rakendustes on vaja uurida andmete sagedusiashajahetkedel. Selleks
saab kasutada aknaga Fourier teisendust. Defineerimesfookiw (t), mis rahuldab

tingimust
/|W(t)|2dt:1.
R

w(t) = \/—Ee 202

kusa, on normeerimiskonstant. Siis defineerime aknaga Fouiiggriduse labi

Selleks voib naiteks votta

f(v,1) :/Rf(t)w(tfr)e*izn"tdt.

Antud teisendus leiab Fourier spektri= T Umbruses labi akna. On v8imalik ka
poordteisendus

f(t)= /]R f (v,T)w(t—1)€?™dvdr.

Antud teisenduse nork kulg on, et akna laius on fikseeritegt@tu saab temaga ise-
loomustada ainult fikseeritud suurusega I6ike.

11



Shannoni lainik Rickeri lainik

0 /\/\/\/\/\ﬂ(\/\/\[\/\/\

B N EAVEAVE

-05 | 4 F .

Joonis 2: Pidevate lainikute naited.
3 Lainikud

3.1 Pidev lainikteisendus

Vaatame funktsioonp € L* (R) N L2 (R). Antud funktsiooni véime skaleerida Iabi

1
LIJ)\(X):WLIJ(§), AERAAN>O.

-L valemi ees tagab, e, || = ||W|| = const Lisaks vdime funktsiooni ka nihutada

ehk transleerida:
L y(xt

Funktsiooniy nimetatakseainikuks v8i ka emalainikuks. Funktsioonidy,; on siis
tutarlainikud , ema koopiad, mis on transleeritud ja skaleeritud antudusale).

Olgu uuritav funktsioonf € L?(R). Siis skalaarkorrutigf, ;) iseloomustab funkt-
siooni Y,; panust uuritavasse funktsiooni. Meenutame, et funktsibon risti, kui
skalaarkorrutis on 0. Defineerime funktsiooni

g T) = (f, ) = /R f(t) Wy (1)dt.

Seda nimetatakse funktsiodnpidevaks lainikteisendusekdainiku Y jargi. Maistlike
lainikute saamiseks kasutatakse ka lisatingimusi, migagtgdimalikuks pddrdteisen-
duse:

Teoreem 3.1.Rahuldagup € L* (R) NL?(R) tingimust

/Rﬁ|¢(v)|2dv<oo. (3.1)

12



()

i i

T/t T/t

Joonis 3: Pideva lainikteisenduse (CWT) naidealogram. Signaalid on samad, mis
naites 1. Lainikuks on Shannoni lainik. Kujutatud [¢, g, ) |> kontuurjooned. CWT
verikaaltelg om\ (mastaap ehk suurus) ja horisontaaltelgrqtranslatsioon ehk asu-
koht). Mastaapi ja sagedust on v8imalik seostadaJéabil/A.

Siisiga fe L?(R) korral
- dA
f(t):/o /R<f,llJ)\-[>lIJ)\-[(t)dTv-

Antud kasitluses on sarnasus Fourier’ teisendusega. Kuriéidteisendus maaras min-
gi sageduse kaalu uuritavas funktsioonis, siis lainiktedtisg (A, 1) iseloomustab lai-
niku resoneerimist sighaaliga antud suurusgl asukohat.

Naited lainikutest, mida kasutatakse pidevaks lainikteikiseks, saab naha joonisel 2.

Naide 3.1. Pideva lainikteisenduse rakendust saab néha joonisel 3.

3.2 Lainikud kompaktse kandjaga

Definitsioon 3.1. (Funktsiooni kandja)Olgu antud funktsioonp € L (R) NL?(R).
Vaatame hulka

{teR[Y(t) #0}.
See on punktide hulk, kus funktsioon ei ole ni#unktsiooni kandja on selle hulga
sulund ja tahistatakse suff).
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Joonis 4: Lainikute stisteem jagab ruumi kahe kaupa osakiekgya slisteemi kompo-
nent on lokaliseeritud mingis piirkonnas. Lainikud ei pguama kastiga piiratud olla,
s.t. vdib olla teatud osas Ulekattuvust. Siiski vaatamepahktse kandjaga lainikuid.

Kui tegu on kompaktse kandjaga, siis on see hulk tdkestattideidub minga, b € R,
nii et supp(y) C [a,b]. Ehk siis funktsiooni vaartus véljaspool seda I8iku on 0.

Arvutuste seisukohalt on kasulik valida lainikuteks fusigbne kompaktse kandjaga.
Sellisel juhul{f, ;) arvutamisel ei pea integraali votma Ule kogu reaalarvudigshu

3.3 Lainikute suisteemid
Analuitiliselt on pidevat lainikteisendust mugav kasatahmas mddtetulemused/andmed
on reeglina diskreetsed. Lisaks on pidevat lainikteisshkeeruline arvutada.

Olgu antud kompaktse kandjaga emalaigikVaatame lainikuid pikkustel; = 27,
mis on transleeritud minddA; vorra. Siis saame

Wik(t) =229 (2t-k)  (j.keZ).

Karikatuurselt on sellised lainikud kujutatud jooniseBtsime lainikuid, mis moodus-
tavad ruumig 2 (R) téieliku ortonormaalse siisteemi. Sellisel juhul

<qJ_ " >7 1, kuij=Iljak=m
PR/ =3 0, kui j #1 vBik#m

f=Y cikbjk= fL W) k) Wj k-
J_’ZGZ J. kW] k j;ez< J,k> jsk

Definitsioon 3.2. (Lainikute siisteemainikute stisteem ruumisL?(R) on ruumi
L2 (R) taielik ortonormaalne suisteem kuijul

{l‘pjak}j,kGZ’

kus emalainikuks on funktsioap € L? (R).
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Joonis 5: Lainikute stisteemid erinevatel mastaapideikdtapektri. Antud pilt on
ideaal.

Esimene kisimus oleks kohe, et kas selliseid stuisteeme élkdgseerib?
Néide 3.2. Vaatame Haari lainikut:
-1, kuio<t<1/2;
Wt)=<1, kuil/2<t<1;
0, muudel juhtudel
Antud funktsiooniga saab moodustada lainikute stisteerarisiisteem on tdesti vaga
hasti lokaliseeritud, samas tal on ka suur puudus — ta eiidkvp

Fourier teisendusest v&ib naha,(ét(x/a))" = |a| f(av). Seega lainikute siisteemid
{qJJ'~,k}kGZ J.:Constj::igavad funktsiooni spektri osadeks (joonis 5). Seegaadibd sis-
teemi rakendatuna mingile signaalile vaadata kui rib&igtis

3.4 Lainiku konstrueerimine multiresolutsioonanaliitisig

Osutub, et lainikuid saab konstrueerida vottes aluseksn@sblutsioonanaltisi.

Definitsioon 3.3. (Multiresolutsioonanaliilis, mastaabifunktsiodyltiresolutsioo-
nanaltiiskoosneb alamruumidé, jadast{Vi}, kus

{0}c...cVocViC...CL%(R)

ja mastaabifunktsioonistd (t) € L? (R), labi mille saab iga alamruunif jaoks koos-
tada taieliku ortonormeeritud siisteemi

{jk}

k() =229 (2t—k)  (j.keZ)
jalUV; on kaikjal tihe ruumid.? (R).

kus

Koikjal tiheduse ndue on siin selleks, et i§a L? (R) jaoks (mis ei pruugi olla hulgas
UV;)), leidub selline jadd f,} (kus f, € UV;), nii et f, — f.

KunaVp C Vi, siis on igaf €\ esitatav summana labh baasielementidéq)l,k}.
Kunado o= ¢ € Vo, siis

o (t) = Ezu(k)d)l,k (t) =

ke

Ezu(k)\@‘b(ﬁ*k),

Ke
kusu (k) on mingi kompleksarvuline jada. Seda jada nimetatahkastaabijadaks
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Definitsioon 3.4. (Ortogonaalne otsesumm&)lgu U ja V Hilberti ruumi H alam-
ruumid jaU LV (s.t.igau € U jav eV korralu L v). Defineerime

UaV={u+viueU,veV}.

Me nimetame hulk®) &V hulkadeU jaV ortogonaalseks otsesummakis kirjutades
U®V eeldame, dt) L V.KuiH =U @V, siisigaf € H on esitatav [&bi mingita € U
javeVkui f =u+wv.

Teoreem 3.2.0lgu antud multiresolutsioonanalti§¥; } koos mastaabifunktsiooti
ja mastaabijada (k)-ga. Moodustame jadév (k) },.,, reegliga

v(k) = (-1 tuT=kK)
ja defineerime funktsioonid

B (t) = EZV(k)dh,k () =

ke

K) V24 (2t — k
IgZV() b ( )
ja

Wik (t) =212 (2t — k) (j.kez).

Siis{qu,k}j <7, O téielik ortonormaalne stisteem ruumf(R ) ja moodustades alam-

ruumi
W, = {szwj,k‘{zk} € |2},

Vi =Vj_1&W_1.

Saame

Seega ruuriVj_, on nii 6elda “detail”, mis tuleb lisada ruurifj_1, et saada ruun;.
Kui on antud multiresolutsioonanaltitis koos mastaabifsiokhigap (mida kutsutakse
isalainikuks) ja mastaabijada(k), saab sellest tuletaganalainiku U ja sellest edasi
titarlainikud Y; x, mis moodustavad ruumis’ (R) lainikute siisteemi.

3.5 Multiresolutsioonanaltiiisi koostamine

Et saada lainikut, on meil vaja multiresolutsioonanalirigistaabifunktsioong ja
mastaabijad4u (k) }. Kuidas koostada antud siisteeme?

Rakendadest Fourier’ teisendust mastaabifunktsiognisaame

b0 -m(3)e(3)

mo (V) = % kEZu (k) e~ "2mk,

Teisendus saab rekursiivselt arendada:

b= (2)8(2) = m(Dm(2)8(3) = = [miw2)

kui valime ¢ nii, et

kus

lim ¢ (v/2))=6(0)=1.

j—e
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Teoreem 3.3.0Igu antud jada{u(k)} ja funktsioon
1 .
v) = — S u(k)e K,
mo (V) fZZ (k)
Kui on rahuldatud tingimused

1. Zku(k) = \/i,

2. suuk+2) =8y Vez,
3. Sk|kF|u(K)| < +e0 mingie > 0 jaoks,
4. inf |mp(v)| >0,

' [2rv|<Tr/2

siis on antud multiresolutsioonanalliis mastaabifunkisigad = ((i))v ja mastaabi-
jadaga uk) ning ¢ on antud labi

T 21y,
b (v) D%(V/ )

Meid huvitavad v8imalikult lihtsad funktsioonid, seegamé nduda, et nullist oleksid
erinevad ainulu(1),...,u(n). On vdimalik naidata, et kui jad&si (k) } on 16plik arv
nullist erinevaid elemente, siis saadakse lainik kompekéndjaga.

Eelmise teoreemi punktid 1 ja 2 annavad i/ 2 seost koefitsentide(k) vahel. Valime

kusl =0,...,n/2—1. Antud valik tekitab lainikud, mille esimesed2 momenti on
nullid. Siit saame veeh/2 seost. Kokku on meih sdltumatut vordust ja v6ime votta

lahendiks
U(l) _ 1+4/3. U(Z) _ 3+/3.

4@' 4\/}'
u@) =22 u@) =%

Antud lainikut nimetatakse Daubechies 4 lainikuks. Antugilvtuletatud lainikute
kuju saab néha joonisel 6.

3.6 Rekurrentne baaside definitsioon
Mastaabifunktsioon on antud labi

Ok (t) =229 (2t —K).
Lisaks kuna/y C Vq, saame

o (t) = Ezu(k)tbl,k (t) =

ke

%u(k)\fzq:(zuk).

ke
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Joonis 6: Daubechies lainikud, nimetatud Ingrid Daubejéirgi.

Siis
0jk(t) =217 (2t k)
=272 3 u(m V2 (2(2H—K) )
- zz ) 20+D/2¢ (2144 — 2k —m)
= > uMoji12cm(t).
mez
Sarnaselt; « jaoks saame valemid

bjk(t)= Zzu(m)¢1+l,2k+m(t);

me

Wik(®) = > V(M ji12m(t).

mez

3.7 Dekompositsioon

Otsime viisi, kuidas leida summa

f= Z Cj kWi k
ifez
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koefitsendic; .

Olgu antud funktsioor € L?(R). Siis antud funktsiooni projektsioon multiresoltsioo-
nanalliisi alamruuny;j on
fi= Zyj (K)®jk;

kus

yi (K) = (f,0jk) = (fj,0jx)-
KunaVj 1 =V W, jaVj LW, siisV; &W; baas on{;«} U{pjk} ja

fii1= Z<f,¢j,k>¢j,k+Z(f,LIJj,kNIJj,k: fj +dj,

kusd;j € W on detail, mis tuleb lisada eelmisel@proksimatsioonild;, et saadd;, ;.

Seega
Yi (K) = (1,540
_ <Zyj+1(|)¢,—+1,| (t),mgzu(m)¢j+l,2k+m(t)>
- %yHl (D u(m) (a1, dj+1,2m)
= %ym(l)U(m) 81 2k+m
= ZU(l = 20yj:1(1).

Seegafj koordinaadid ruumi¥; avalduvad labi tema koordinaatide ruunais 1

yj (k) = ZUU —2K)yj1(1).

Sarnaselt tehes lahti

d; ZZXJ (K) Wj k»

saame

%00 = 3 (- 29%;1(1).

Tuletame meelde, ef (k) on siin funktsioonif koordinaadid baasi{j « }— tapselt
see mida otsime. Kuna

Vi=Vin1oWi1= (Vi 2 W 2) 6Wi1 = . =V m&SW - m&Wj_mi16... W1,
siis
fi=fia+tdii="fjo+dj2+dj1=...=fim+djma+...+dj1
Siit saame
-1
fi= 2 0i-m(00mict 3 3% (U (32)
I=]—m
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Esimene komponent iseloomustab ulejaaki kdige suurenmaastaapi. Kuij on suur,
peaksf; olema hea aproksimatsioon funktsioonileKui tegu on kompaktse kandjaga
lainikuga ja nullist erinevaig; (k) on 16plik arv, siis iga dekompositsiooniga nende arv
kahaneb poole vérra.

Teine viis seda summat vaadata on labi spektri. Nagu ennmegkatavadj_m_j—1k
mingi spektrivahemiku. Kui see langeb kokku funktsioorelpiga, olemegi saanud
hea hinnangu funktsioonile.

Uks detail antud kasitluses on siiski jaanud kahe silma leatéetud tuletuses on meil
vaja kdige detailsema taseme kordajgjitk) = (f, ;). Kust neid saada?

Teoreem 3.4.0Igu f € L? (R) selline, et mingg € (0, 1] jaoks leidub konstant{G< o,
nii etiga st € R korral

[f(s)— f(t)] <Cils—tf. (3:3)
Olgu¢ € L*(R)NL?(R), mis rahuldab (on normeeritud)
/ o(t)dt=1
R
ja
/R|x|s b (X)]dx=C; < o. (3.4)
Siis

21/2(t,050) — £ (271K)| < Cic2

Siin on tingimuseks (3.3), &t on piisavalt sile (Lipschitzi tingimus). Mastaabifunkt-
siooni piirang (3.4) on igati maistlik. Naiteks iga kompsé&tkandjaga mastaabifunkt-
sioon rahuldab antud tingimust vahemikus @ < 1. Antud teoreem Uutleb, et piisavalt
suurej korral

yi (k) = (f,0j6) = 271/2f (27Tk).
Antud valem annab loomuliku viisi arvutuste tegemiseksi&kreaalselt andmeid t66-
deldes on funktsioonid tavaliselt antud vaartustena ditisetes punktides.

3.8 Sintees

Peale funktsioonf dekompositsiooni vaib rakendusi silmas pidades koefiesgnt(k) }

muuta. Kas siis mingite sageduste/suuruste réhutamigiiksoopis vaikemaid neist
nullides andmete pakkimise eesmargil. Peale seda soodatmgunktsiooni (korda-
jady; (k)) tagasi, ehk sunteesida ta antud uutest kordajatest. Babigale teha labi
rekurrentse seose

yj (k) = Zu(k*2')Yj—1(|)+v(k72|)Xj,1.

Seega pole diskreetsel lainikteisendusel tegelikult feajlatsiooned ja Y teada. Piisab
ainult mastaabijadast(k).

20



3.9 Arvutamine — numbrid lahti kirjutatult

Kasutame lainikut D4. Tahistanog = u (k) ja moodustame maatriksi
[0 a ¢ ¢ |
C3 —C C —Co
C €C C GC3
Cg —C C —Co

Co € C C3

Cg —C C —Co

C2 Gz Cb C
L ¢1 —Co C3 —C2 |

Naiteks kui funktsioon on antud 16 punktiga, siis saame ogasitsiooni labi

Yo S0 S S S S0
Y1 do St Do S S1
Y2 S1 S S S Do
Y3 d S D1 S | je | 21
Y4 S $4 S Do | " | Do
Ys d2 S5 c D2 | ., | D1 D1
Yo S3 . s| | S| 7| D2 D>
y7 | ¢ | d3 | U | 5 D3 D3 Ds
Y8 s || do do do
Yo ds dy di d; di
Y10 S d> do d> d2
y11 ds d3 dz d3 ds
Y12 S ds ds ds ds
Y13 de ds ds ds ds
Y14 S7 ds de ds de
| V15 | | d7 | | d7 | | d7 | | d7 | | d7 |

MaatriksisseC on sisse kirjutatud, et andmed on perioodilised. Stintelbsk#na moo-
di, ainult tagurpidi kasutades maatrik€it1. Kuna antud maatriksid on héredad, on
arvutused kiired.
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