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1 Ulesande klassikaline piistitus

1.1 Piirkond ja raja

Vaatame fiitisikalisi protsesse, mis toimuvad mingis N-mootmelises piirkonnas
Q c RY. Piirkonna €2 raja olgu I ja piirkonnas olevad punktid véime tihistada
kui x = (21, T2, ..., Tn,).

Joonis 1: Piirkond 2, raja I', punkt x.

Teeme jargmised eeldused:

e () on tokestatud, s.t. sisaldub mingis N-mootmelises keras,
e ) on sidus, s.t. koosneb ainult iihest tiikist,

e ) on lahtine, s.t. QNT = 0,

e [ on tiikati sile, s.t. nditeks N = 2 korral omab ainult 1opliku arvu mur-
depunkte, N = 3 korral lopliku arvu murdejooni.



Erinevate moodete juhul on meil siis:

e N = 1 korral voime votta lihtsa vahemiku 2 = (0, L), kus L on 16igu
pikkus ja raja moodustavad otspunktid I" = {0, L}.

e N = 2 puhul on tegu mingi tasandil asuva piirkonnaga, mida timbritseb
joon.

e N = 3 korral on tegu kolmemootmelises ruumis asuva piirkonnaga, mida
iimbritseb mingi pind.
1.2 Diferentsiaalvorrandid

Kirjeldame ruumis toimuvaid protsesse labi diferentsiaalvorrandite. Antud et-
tekandes vaatame iihte konkreetset statsionaarset klassikalist vorrandit:

=V (a(x)Vu(x)) = f(x), x € . (1)

Anname antud vorrandile konkreetse fiitisikalise interpretatsiooni. Olgu piirkond
Q mingi soojust juhtiv keha. Sellisel juhul:

e u(x) on otsitav keha temperatuur ja nimetatakse primaarseks muutujaks,
e f(x) on piirkonnas asuv soojusallikas,

e Vu(x) on temperatuuri gradient ehk siis vektor selles suunas, kus tempe-
ratuur koige kiiremini suureneb,

e a(x) on soojusjuhtivustegur,
e ¢(r) = —a(x)Vu(x) on soojusvoog, sekunaardne muutuja.

Antud fiitisikaline kontekst ei ole ainuke, valemi muid rakendusi saab niha ta-
belis 2.

Protsess Primaarne Tegur  Sekundaarne Allikas
muutuja muutuja
u a —aVu(x) f
Soojuslevi Temperatuur k Soojusvoog Soojusallika
tihedus
Kaablid Ristsiire T Telgjoud Vertikaalne
joud
Kang Pikisiire FEA Telgkoormus Telgjoud
Vool torus Hiidrostaatiline I’2D8i Voolukiirus Vedeliku
rohk allikas
Viskoosne Kiirus I Pinge Rohugradient
vool
Elektrostaatika Potentsiaal € Elektrivoog Laengutihedus

Tabel 2: Valemi (1) kasutus erinevate fiiiisikaliste protsesside korral. Siin k =
soojusjuhtivustegur, T = pinge, £ = Young’i moodul; A = ldbiloike pindala,
D = toru diameeter, y = viskoossus, € = dielektriline konstant.



1.3 Rajaiilesanded

Tavaliselt saab iilesande piistitada jargmiselt: leida funktsioon w, mis vastab
antud diferentsiaalvorrandile piirkonnas €2. Selleks, et seda iilesannet lahendada,
on vaja veel natukene informatsiooni - rajatingimusi. Rajatingimused méaravad,
kuidas kiitub u raja peal. Rajatingimused voivad olla erinevad ja erinevat tiiiipi
rajatingimustega iilesanded jaotuvad jérgnevalt:

1. Dirichlet’ iilesanne

{ ~V-(@x)Vux) = f(x),  xe
u(x) = g(x), x el

-V - (a(x)Vu(x)) = f(x), x €

—a(x)z—u(x) = h(x), xeT;

0
kus — on tuletis raja normaali suunas (joonis 2).

3. Segaiilesanne

V- (@x)Vu(x)) = f(x), xe
u(x) = g(x), x €'y
(

)
x) = h(x), x € I'y;

kusFlquszaFlﬂng(/)jafl;A(/)jafg;é@.

Iy

Joonis 2: Punkt x rajal, raja normaal n, raja mitmes tiikis.

Kui g =0 ja h = 0, siis nimetatakse rajatingimusi homogeenseks.

Dirichlet {ilesanne ja segaiilesanne on iiheselt lahenduvad, Neumanni iiles-
anne aga mitte. Kui w on mingi Neumanni iilesande lahend, siis on lahend ka
u+ C, kus C on mingi konstant. Neumanni {ilesande lahendi iihesuse saamiseks
voib sisse tuua lisatingimuse

/Qu(:v)d:v =0.



2 Energiaruum, iilesande variatsioonpiistitused

2.1 Operaatorid, madramispiirkond

Diferentsiaalvorrandeid saab kirja panna ka operaatorkujul:

Au=f, u€ Dy, (2)
kus meie néite puhul oleks

Au = =V - (aVu).

Olgu H Hilberti ruum.
Operaator A on méaératud selle ruumi mingil alamhulgal D 4, mida nimetame
operaatori madramispiirkonnaks. Ehk siis

Ae{(DsC H)— H}.

Meie néite puhul voime votta H = Lo(€2), kus skalaarkorrutis on defineeritud
kui

(u,v):/ﬂu(:v)v(:v)d:v

ja D 4’sse kuuluvad funktsioonid peavad olema kaks korda diferentseeruvad.
Operaatorit A nimetatakse lineaarseks, kui D4 on H lineaarne alamruum ja

igau,v € Dy ja a € R korral A(u+v) = Au + Av ja A(au) = aAu.
Lineaarset operaatorit A nimetatakse stimmeetriliseks, kui

(Au,v) = (u, Av) Yu,v € Dy.
Stimmeetrilist operaatorit A nimetatakse positiivseks, kui
(Au,u) >0, (Au,u) =0< u=0.

Stimmeetrilist operaatorit A nimetatakse positiivselt mddratuks, kui leidub kons-
tant p > 0, nii et
(Au, u) > pl|ul|.

2.2 Teoreem ruutfunktsionaali miinimumist

d
Teoreem: Olgu A € {(D4y C H) — H} positiivne operaator ja Dg C H (Dy

on koikjal tihe ruumis H ehk D4 = H). Ruutfunktsionaal

Q(u) = (Au,u) = 2(f, u)

saavutab oma miinimumi elemendil ug siis ja ainult siis, kui ug on operaator-
vorrandi (2) lahend.
Ehk siis vorrandi (2) lahendi leidmine on samavéiirne minimeerimisiilesan-
dega
min Q(u), u€ Dy. (3)

Ulesanne (3) on operaatorvorrandi iiks voimalikke variatsioonpiistitusi. Viljen-
did variatsioonpiistitus ja variatsioonmeetod tulenevad sellest, et matemaatilise
flitisika iilesanne piistitatakse teatud funktsionaali minimeerimise iilesandena,



kusjuures minimeerimisprotsess teostatakse otsitava ldhislahendi varieerimise-
ga.

Ruutfunktsionaali Q(u) nimetatakse ka energiafunktsionaaliks. Ta on fiitisi-
kaliselt vordeline uuritava siisteemi potentsiaalse energiaga. Ehk teisisonu dife-
rentsiaalvorrandi lahendamise asemel saame tulemuse hoopis siisteemi potent-
siaalse energia minimeerimisega.

2.3 Vorrandi (1) energiafunktsionaal ja energiaruum

Saab naidata, et meie vorrand (1) on positiivselt médratud, kui a(x) > ag > 0.
See on moistlik piirang, sest fiitisikaliselt ei saa soojusjuhtivustegur negatiivseks
minna.
Arvutame tema ruutfunktsionaali eeldades homogeenseid rajatingimusi.
Saame

Q(u) = (Au,u) = 2(f,u)
= —/ V- (a(x)Vu(z))u(x)de —2 | f(x)u(z)d
Q Q

Kasutame Greeni 1. valemit

—/ V-(a(z)Vu(x))V (z)dx = —/a(z)iu(:r)V(:c)dF—i-/ a(x)Vu(z)-VV (x)dz.
Q r

dn Q

Seega

Q(u) —/a(x)%u(:v)u(x)dl"—i—/ a(x)Vu(x)-Vu(:v)d:v—2/ﬂf(x)u(:v)d:v

/ a(x)Vu(z) - Vu(x x—2ﬂ/f
= [ a@IVut)Pdr =2 | sy

Vaatame saadud funktsionaali - seal on ainult esimest jarku osatuletised! Samas
meie originaalse valemi mé#dramispiirkond sisaldab ainult funktsioone, mis on
kaks korda diferentseeruvad. Tuleb vélja, et me voime oma esialgset iilesannet
laiendada, s.t. laiendada méaaramispiirkonda.

Energiafunktsionaali ma#dramispiirkonda, mis on laiendatud hulgast D 4, ni-
metatakse energiaruumiks ja téhistatakse H 4.

Hy

Joonis 3: Laiendatud méa&dramispiirkond.



Mis on samas antud lubatud lahendite fiilisikaline interpretatsioon? Olgu
meil soojust juhtiv keha, aga koosnegu see kahest osast, millel on erinev soojus-
juhtivustegur. Kuigi temperatuur kehas on pidev suurus, siis soojusjuhtivuste-
gur ei ole. Kuidas méaérata rajatingimustest tulenev temperatuur kogu kehas?
Seda ei saa teha kasutades tilesannet (1), samas 18bi energiafunktsionaali on see
voimalik.

Joonis 4: Piirkond, kus tegur a koosneb kahest osast.

Matemaatiliselt defineeritakse energiaruum H 4 kui ruumi D4 téield (ruumi
lisatakse punktid, mis teevad ta téielikuks), kus ruumi D4 skalaarkorrutis on
defineeritud kui

(u,v)a = (Au,v).

Ruumi H 4 normi

[ulla = V(Au, u)

nimetatakse ka energianormiks.

2.4 Sobolevi ruumid, paarisarvulist jarku positiivselt maa-
ratud diferentsiaaloperaatorite energiaruum

Sobolevi ruumid koosnevad diferentseeruvatest funktioonidest
H™(Q) ={ue {Q—R}: D% € La(9) iga o korral, kus |a| < m},

milles norm on defineeritud kui

fl = | 3 /Q D% u(a)|2de

lal<m

2

Lisaks defineerime ruumid
C*(Q) = {u e {Q — R}: D% € C(Q) iga a korral, kus |a| < k}.

Lause: Olgu H kas ruum Ly(€2) voi ruumi Lo(£2) kinnine alamruum. Eel-

dame, et
Ae{(DyCH)— H}

d
on 2m-jarku positiivselt méédratud diferentsiaaloperaator ja D4 C H (on koikjal
tihe). Siis vordub operaatori A energiaruum hulga D 4 sulundiga ruumis H™ ().
Meie iilesande jaoks tihendab see, et Ha on D4 sulund ruumis H ().



2.5 Ulesande iildistatud piistitus
Teoreem: Olgu A € {(D4y C H) — H} positiivselt madratud operaator Hil-

d
berti ruumis H, D4 C H ja olgu H4 operaatorile A vastav energiaruum. Siis
saavutab ruutfunktsionaal Q(u) oma miinimumi elemendil ug, mis on {ildistatud

iilesande
leida ug nii et kehtiks (Aug,v) = (f,v) Yo e Ha 4)

iitheseks lahendiks.

Operaatorvorrandit Au = f, mille lahendit otsitakse hulgast D 4, nimetatak-
se vaadeldava matemaatilise fiiiisika iilesande klassikaliseks piistituseks ja tema
lahendit (juhul kui see eksisteerib) klassikaliseks lahendiks.

Funktsionaali Q(u) minimeerimisiilesanded hulkadel D 4 ja H4 ning iildista-
tud {ilesanne (4) on operaatorvorrandi Au = f erinevad nn. variatsioonpiistitu-
sed.

Antud teoreem {itleb meile, et positiivselt méédratud operaatori puhul on
lahend energiaruumil olemas ja et lahend on iihene.

3 Ritzi meetod

3.1 Ritzi meetod positiivselt madratud operaatorite kor-
ral

Olgu A positiivselt maératud ja eeldame, et H4 on separaabel. See tdhendab ta
sisaldab loenduva, koikjal tiheda hulga {v,}, mille 16plikud alamhulgad ei ole
lineaarselt soltuvad - ja mida me kutsume antud ruumi baasiks. Igat otsitavat
lahendit u saab kui tahes hésti ldhendada baasielementide v; € H 4 loplike
lineaarsete kombinatsioonidega:

Uy = Z Cj0;. (5)
j=1

Intuitiivselt saame seega oletada, et lahendades iilesande mingis ruumi Ha n-
mootmelises alamruumis, saame ldhislahendi u,,, mis on otsitavale lahendile
kuitahes ligidal. Olgu

H't = span{vy,va, ..., v }.

Asendame tildistatud {ilesande (4) tema analoogiga ruumis H';:
(un,v)a = (f,v) Vo€ Hj.
See iilesanne on samavéiérne iilesandega
(un,vi)a = (f,v)  Vi=1,2,..,n.

Asendades u,-i siia, saame

n
chvjavi = (f,vi), i=1,2,..,n
=1

A



ja tdnu operaatori A lineaarsusele

n

ch(vjvvi)A = (f,vi), i=1,2,...,n. (6)

J=1

Tegemist on n vorrandist koosneva ja n tundmatut sisaldava lineaarse vorran-
disiisteemiga otsitava ldhislahendi koefitsentide ¢; médramiseks. Antud vorran-
disiisteemi saab timber kirjutada maatrikskujul defineerides

(vi,v1)a -+ (Vn,v1)a
[A] = : : ;
(v1,9n)a =+ (Un,Vn)a
3
U
= |
(fsvn)
¢
C2
Cc =
Cn
ja saame maatriksvorrandi
[Ale = [f]. (7)

Saame teha jargmised tédhelepanekud:
e Maatriks [A] on regulaarne, s.t. det[A] # 0.

e Kuna skalaarkorrutis (u,v)4 on siimmeetriline, siis on ka [A] stimmeetri-
line.

e Kui me tahame arvutuste tdpsust suurendada, siis suurendades n-i esialg-
sed arvutused siilivad ja peame ainult maatrikseid servadest laiendama.

e Juhul kui baas {v;} on ortonormeeritud, siis
(vj,vi)a = 0ij
ning [A] on iihikmaatriks ehk sellisel juhul

c=[f].

3.2 Ritzi meetodi koonduvus

Teoreem: Olgu A € {(D4 C H) — H} positiivselt madratud operaator koik-
jal tiheda ma#dramispiirkonnaga D4 separaablis Hilberti ruumis H. Olgu Ha
operaatori A energiaruum ja {v,} baas ruumis H 4. Siis koondub Ritzi meetodi
lhislahendite jada protsessis n — oo iilesande Au = f ildistatud lahendiks w.
Lisaks kui m > n, siis

et = ull < lfn — ulla:



Seega suurendades elementide arvu ldhendis (5) saame aina tdpsema ja tap-
sema vastuse - tulemus koondub monotoonselt.

Seega koos eelnevate teoreemidega saame Gelda, et positiivselt méaaratud
operaatori korral lahend eksisteerib, lahend on iihene ja Ritzi meetodiga lahendi
leidmisel tulemus koondub.

3.3 Naide

Vaatame homogeensete rajatingimustega iilesannet

{—u”(x) =1, z € (0,1)
u(0) = u(l) =0.

See on meie iilesande (1) erijuht, kus

N =1,
a=1,
L=1,
Q=(0,1),
T ={0,1},
f:
Meil on
H = L5(0,1),

Da = {ue C?*0,1] : u(0) = u(1) = 0},
Ha={uec H(0,1):u(0)=u(1) =0}

Korrutame vorrandit skalaarselt funktsiooniga v € D 4. Saame
1 1
—/ o (x)v(x)dr = / v(z)dz.
0 0

Integreerime vasakut poolt ositi

—u’(:v)v(:v)hl)—i—/o u’(m)v’(m)dxz/o v(z)dz.

Vasakul olev avaldis on null ja meile jaab iildistatud tilesanne: leida v € H 4, nii
et kehtiks vordus

/O 1 o (2)v' (z)dz = /0 1 v(z)de Vv e Hy.

Valime baasiks ortogonaalsed elemendid, mis rahuldavad rajatingimusi. Vo-
tame trigonomeetrilise baasi

By ={sinmnz:n=1,2,..}.

Léhislahendit otsime kujul

n
Uy = Z ¢jsinmjx (8)
j=1



ja siisteem (6) ndeb vilja jirgnev:
n 1 1
ch/ (sinmjz) (sinmiz) do = / sin mizdz, i=1,2,...,n.
= Jo 0
Vasakult poolt saame

1 1
. . !/ . . !/ .. . .
/ (sinmjz)’ (sinmiz) dor = n%ij / cos mjx cos mizdx
0 0

7T2

1
= 71]/ (cosma (j — i) + cosmax (j+ 1)) dx
0

2

Paremalt poolt saame

1 1 (%
/ sin mixdr = — sin zdx
0

m Jo
= ——cosx
im 0
)0 ,i- paaris
N % , 1 - paaritu.
Kirjutame vélja maatriksid [A] ja [f]
71_2
= 0 - 0
4r?
= 7 ,
; .0
2_2
2
0
2
fl=1 3
[f] ;

Meil on tegu diagonaalmaatriksiga ja seega saame siisteemide (6) lahendi otse
valja kirjutada:

0 , 1 - paaris
C; =

ﬁ , 1 - paaritu.

Seega lahislahend (8) on

4 -1
Uy = = Z ]—3 sinmjx.
j=1

paaritu



Naitel on olemas ka tidpne lahend, mis on kujul

Vordleme tulemust erinevate n korral tdpse lahendiga tabelis 3 ja joonisel 5.

Ritzi lahend Tépne
x n=1 n=3 n=5 lahend
0.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.000
0.1 0.0399 0.0437 0.0448 0.045
0.2 0.0758 0.0804 0.0804 0.080
0.3 0.1044 0.1059 0.1048 0.105
0.4 0.1227 0.1199 0.1199 0.120
0.5 0.1290 0.1242 0.1253 0.125
0.6 0.1227 0.1199 0.1199 0.120
0.7 0.1044 0.1059 0.1048 0.105
0.8 0.0758 0.0804 0.0804 0.080
0.9 0.0399 0.0437 0.0448 0.045
1.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.000

Tabel 3: Ritzi meetodi tulemus vorreldes tapse lahendiga.
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Joonis 5: Ritzi meetodi tulemus vorreldes tdpse lahendiga.

3.4 Mittehomogeensed rajatingimused

Mittehomogeensete rajatingimuste korral saame teha asenduse

U=w-+ 2z,
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kus w € D4 on mingi funktsioon, mis rahuldab iilesande rajatingimusi. Siit saa-
me uue homogeensete rajatingimustega méiramispiirkona DY, kuhu kuuluvad
funktsioonid 2. Ruumi DY votame aluseks energiaruumi H4 koostamisel.

3.5 Mittelineaarsed vorrandid

On voimalik leida lahendeid ka mittelineaarsetele vorranditele - siin asendatakse
operaatori A positiivsuse eeldus tema monotoonsuse tingimusega.

4 Otsesed meetodid

Otsime lahendit kujul
un(x) = do(x) + D _ ¢;6;(x). (9)
j=1

Siin ¢ on mingi funktsioon, mis rahuldab tilesande rajatingimusi ja funktsioonid
¢;j (j > 1) rahuldavad homogeenseid rajatingimusi. Hulk {¢o, ¢1, ...} peab seega
olema baasiks ruumis D 4, kusjuures element ¢y on neis vabadusastmeta.

Meil on antud operaatorvorrand

Au=f
ja meie eesmérk on minimeerida vahe
R(x) = Au,(x) — f(x), x €

leides vastavad koefitsendid ¢;. R(z) annab vahe mingis punktis, meie tahame
seda teha moistlikult viikeseks kogu piirkonnas 2. Siin on palju erinevaid mee-
todeid, mis tildjuhul taanduvad n erineva vorrandi saamisele, mille lahenditeks
on koefitsendid c;.

4.1 Kaalutud hilbe meetod

Siin me eeldame lihtsalt, et A € {(Da C H) — H} ja olgu {¢,,} C H baas
ruumis H. n vorrandit saame jargmiselt:

(Au,(x) — f(x),1:(x)) =0, 1=1,2,...,n
ehk

Al do(x) + D cjgi(x) | = frbi(x) | =0,  i=1,2,..n.
j=1
4.2 Galjorkini meetod

d
Sarnane kaalutud hélbe meetodile. Olgu D4 C H. Siis on ruumi D4 baas ka
ruumi H baasiks ja me voime vorrandite saamiseks kirjutada

A ¢0(X)+ch¢j(x) —f,9i| =0, i=1,2,..,n.
j=1

12



4.3 Vahimruutude meetod

Idee on siin selles, et vahe vihenemisel peaks vihenema ka vahe norm. Ehk pea-
me normi minimeerima otsitavate c; suhtes. Koostatame minimeerimisiilesande

min || Au, — f||

ja lahendame selleks vorrandisiisteemi

2

Ve |4 [ 60(x) + Y ei05(x) | = f| =0
j=1

ehk tavaliselt

2

9 A (bo(x)—i-ch(bj(x) —f| dx =0, ji=1,2,...,n.
j=1

dcj Ja

4.4 Kollokatsioonimeetod

Piirkonnast ) valitakse n punkti {x1,x2, ..., X, } ja koostatakse n vorrandit:

Aup(x5) = f(x5) =0,  j=1,2,...,n.

4.5 Osapiirkondade meetod

Siin jagatakse piirkond Q n tiikiks {Q1, Qo, ..., Q. } ja koostatakse iga tiiki kohta
iiks vorrand:

/ (Aup(x) — f(x))dz =0, ji=12,..,n
Q

J

ehk igas osapiirkonnas peab vea keskmine vaértus olema 0.

5 Kokkuvote

Siin me vaatasime variatsioonmeetodeid, mis voimaldavad numbriliselt lahen-
dada paljusid diferentsiaalvorrandeid. Meetod voimaldab lahendada ka mitte-
statsionaarseid iilesandeid, mille korral kas laiendatakse piirkonda 2 ajaga -
Qp = Qx (0,T) voi lahendatakse {ilesanne iteratiivselt diskretiseerides tuletised
aja jargi.

Meetodi suur puudus on, et keeruliste piirkondade €2 korral on baaside leid-
mine raske. Antud juhul kasutatakse kas diferentsmeetodeid voi loplike elemen-
tide meetodit. Loplike elementide meetod jagab piirkonna osadeks ja rakendab
iga osa peal variatsioonmeetodit eraldi jittes rajatingimused lahtiseks; edasi
pannakse tulemused iihte suurde siisteemi.
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