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JooniIs 1. Ratta litkkumine piki aeda 4 sekundi jooksul.

1. SISSEJUHATUS

Et motiveerida Stieltjesi integraali, vaatame jargmist lihtsat ndidet.

Niide 1. Kujutame ette, et me sdidame rattaga piki aeda ja igal ajahetkel saame
modta aia kdrgust f(r). Samas me ei liigu iihtlase kiirusega, vaid meie positsioon
alguspunkti suhtes oleks samuti funktsioon ajast o(¢). Alaku meie liikkumine aja-
hetkel a ja 10ppegu hetkel b. Meie eesmérk on leida aia pindala. Seda ei saa teha
lihtsalt integreerides funktsiooni f(r), kuna meie liikumise kiirus muutub. Vaada-
tes joonist 1 voib néha, et eri ajahetkedele vGib vastata erinev ldbitud aia pikkus.
Et hinnata aia pindala, jagame kogu aja intervallideks a =1y < t; < ... <t, =b ja
moodustame summa:

Y £ o) — alie)] = ¥ F()An(s),
k=1 k=1

kus T € [fx—1,%]. Antud summat nimetatakse Stieltjesi summaks ja antud forma-

lismist saame hiljem Stieltjesi integraali fab f(t) dat).

2. MONED FUNKTSIOONIDE OMADUSED

Esitame siin mdned definitsioonid ja teoreemid ilma tdestuseta.

Definitsioon 1. Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks kohal a, kui f(x) piirvéir-
tus kohal a vrdub funktsiooni f(x) viértusega sellel kohal, s.o. kui

lim f(x) = f(a).

X—a

Funktsioon on pidev 18igus [a, b], kui ta on pidev selle 16igu igas punktis.

Definitsioon 2. Funktsioon f(x) on iihtlaselt pidev 16igus [a,b] siis ja ainult siis,
kui iga etteantud positiivse arvu € > 0 korral leidub selline positiivne arv 9, et iga
16igus [a,b] antud punktide X’ ja x” korral, mis rahuldavad tingimust [x' — x"| < 3,
kehtib

F) — Fah)| <.
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Cantori teoreem:

Teoreem 1. Kui funktsioon f(x) on pidev loigus |a,b], siis on ta seal ka iihtlaselt
pidev.

Lagrange’i keskviirtusteoreem:

Teoreem 2. Kui funktsioon f(x) on pidev loigus [a,D] ja diferentseeruv vahemikus
(a,b), siis leidub vihemalt iiks selline punkt ¢ € (a,b), mille puhul

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

3. TOKESTATUD MUUDUGA FUNKTSIOONID
Definitsioon 3. Olgu [a,b] mingi 16ik ja olgu meil 16plik hulk punkte
P ={x0,x1,...,Xn},
mis rahuldavad tingimusi
a=x)<x1<..<Xp_1<x,=0b.

Siis seda hulka P nimetatakse alajaotuseks iile [a,b]. Kdigi vdimalike alajaotuste
hulka iile 16igu [a, b] tihistatakse Z[a, b).

Korvuti asetsevate alajaotuse elementide vahet saame tihistada x; — x;_; = Axg
ja nende elementide moodustatud 16iku [x;_;,x;] nimetatakse alajaotuse osaldi-
guks. Alajaotuse P normiks nimetatakse maksimaalset alajaotuse korvuti asetsevate
elementide vahelist kaugust ja tihistatakse ||P||:

|P|| = max Axg.
1<k<n

Alajaotuse P peenenduseks nimetatakse alajaotust P*, kui kehtib P C P*. Alajao-
tuse peenendamiseks nimetatakse protsessi, kus me lisame alajaotusse punkte. Ja-
relikult alajaotuse peenendamise kdigus alajaotuse norm viheneb. Seega

PCP =P <|Pl.

Definitsioon 4. Olgu meil 16igus [a,b] midratud funktsioon ox) ja tihistame
Aou(xy) = ot(xx) — o(xx—1). Kui see funktsioon rahuldab selle 15igu iga alajaotu-

se P puhul tingimust
n

Z ’A(X(Xk)’ <M,
k=1

siis deldakse, et o(x) on rokestatud muuduga 15igus [a,b).

Teoreem 3. Kui funktsioon o(x) on monotoonne loigus [a,b], siis on ta seal ka

tokestatud muuduga.
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Toestus. Olgu o(x) monotoonselt kasvav. Siis iga [a, b] alajaotuse jaoks on Act(xy) >

0. Siit saame

Z’A(Xxk’—ZAOka =

Vottes M = a(b) — o(a), saame monotoonselt kasvava funktsiooni korral kirjutada

(o) — a(ve—1)] = (D) — (@)

I M:

Y [Ac(x)| < M.
k=1

Sama moodi saab niidata teoreemi kehtivust monotoonselt kahaneva funktsiooni
jaoks. O

Teoreem 4. Olgu funktsioonid o1 (x) ja 0z (x) monotoonselt kasvavad loigul [a,b).
Sellisel juhul on funktsioon o(x) = o (x) — 0z (x) seal tokestatud muuduga.

Toestus. Kasutades |s—1| = [s+ (—1)| < |s|+ | —t]| = |s| + |¢| saame

Y |Aa(x)| =
k=1

| (0t (xk) — a2 (xk) ) — (Ot (xk—1) — 2 (xk—1)) |

D=

~
Il
_

| (0t (xk) — 0ty (xk—1)) — (02 (k) — 2 (k1))

I
D=

~
Il
—_

[lou () — o (o) + oz (k) — 0 (a1}

A
D=

o~
s
—

I
it
>
2
B
_l_
1=
>
S
l\)
B

()|

= ocl(b)— o (a) + 0 (b) — oz (a)

~
I

~
I

—

O

Definitsioon 5. Olgu a(x) tokestatud muuduga 16igus [a,b] ja tihistame Y (P) =
Yi_ i |Ao(xx)| kasutades alajaotust P. Olgu arv Vi (a,b) defineeritud jargmiselt:

w(a,b) =sup{) (P): P € Pa,b]}.
Arvu Vy(a,b) nimetatakse funktsiooni o(x) tdismuuduks 16igus [a, b].

Teoreem 5. Olgu o(x) tokestatud muuduga lbigus [a, b ja votame punkti c € (a,b).
Sellisel juhul on o.(x) tokestatud muuduga loikudes [a,c| ning [c,b] ja kehtib

Vo(a,b) = Vy(a,c) + Va(c,b).

Toestus. Koigepealt tdestame, et o(x) on tokestatud muuduga 16ikudes [a,c] ja
[c,b]. Olgu P, alajaotus iile [a, c] ja P, alajaotus iile [c, b]. Siis alajaotus Py = Py UP»
on alajaotus iile 16igu [a,b]. Me saame kirjutada

Y (P)+Y.(P2) = Y. (Po) < Va(a,b).
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Seega summad Y (P;) ja ¥(P,) on tokestatud véirtusega Vy(a,b) ja see tihendab,
et o(x) on tokestatud muuduga 16ikudes [a, ] ja [c,b]. Samuti saame kirjutada

(1 Va(a,c) +Va(c,b) < Vu(a,b).
Et saada vastupidist vorratust, olgu P = {xo,x1,...,x,} € £]a,b] ja olgu Py = PU
{c} uus alajaotus. Juhul kui ¢ € [xg_1,x¢], siis
|ou(ok) — auloxe—1)[ = [ou(ore) — aufe) +ae) —oulxe-1)| <
< Joux) — aufe) |+ |oe) — oxg—1))
jaseega Y (P) <Y (Py). Vottes P, = PyN|a,c] ja P, = PyN|c,b], on antud alajao-
tuste summad seotud jargnevalt:

Y.(P) <Y (Po) =Y (P1) + Y (P2) < Va(a,c) +Valc,b).

Jarelikult Vi (a, ¢) 4+ Vi (c,b) on iilemine toke igale summale Y (P). Kuna see ei saa
olla vidiksem, kui vihim iilemine toke, siis

Vala,b) < Vy(a,c)+ Vy(c,b)
ja see koos valemiga (1) annab teoreemis esitatud vorduse. U
Teoreem 6. Olgu o(x) tokestatud muuduga 1oigus [a,b)] ja olgu funktsioon V (x)

defineeritud 1oigus [a,b)] jirgmiselt: V(x) = Vy(a,x), kui a <x < b, ja V(a) = 0.
Sellisel juhul

(1) V(x) on 1digus [a,b] monotoonselt kasvav;
(2) V(x)—o(x) on 16igus [a,b] monotoonselt kasvav.

Toestus. Kui a < x <y < b, siis kasutades teoreemi 5 saame kirjutada Vy(a,y) =
Vl(a,x) + Vo (x,y) ehk V(y) = V(x) + Vi (x,y). See aga tihendab, et V (y) — V (x) =
Va(x,y) > 0. Seega V(x) < V(y) ja esimene viide kehtib.
Et tdestada teist viidet, olgu D(x) =V (x) — a(x). Kui a < x <y < b, saame
D(y) =D(x) = V(y) =V (x) = [o(y) = 0(x)] = Vau(x,y) = [o(y) — ()]
Aga Vi (x,y) definitsioonist saame, et
o(y) — aufx) < Vou(x, y).
Seega D(y) — D(x) > 0 ja teine tingimus kehtib. O

Teoreem 7. Olgu ox) mddratud l6igus [a,b]. o(x) on tokestatud muuduga siis ja

ainult siis, kui a(x) avaldub kahe monotoonselt kasvava funktsiooni vahena.

Toestus. Kui o(x) on tokestatud muuduga 16igus [a,b], siis me saame kirjutada
o(x) =V (x) — D(x), kus V(x) on funktsioon teoreemist 6 ja D(x) =V (x) — au(x).
Nii V(x) kui D(x) on 1digus [a,b] monotoonselt kasvavad. Teiselt poolt kui o(x)
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avaldub kahe monotoonselt kasvava funktsiooni vahena, siis ta on teoreemi 4 alusel
tokestatud muuduga. (]

Definitsioon 6. Funktsioon o(x) rahuldab Lipschitzi tingimust, kui iga x’ ja x”
korral 16igus [a, b] leidub konstant L, nii et

lo(x) —a(x”)| < L|x' —x"|.

Néide 2. Ldigus [0, 2] médratud funktsioon

2 Lkui0<x<1
1 Jkuil<x<2

aufx) =

ei rahulda Lipschitzi tingimust, kuna iga positiivse arvu 0 < € < 1 korral
o(l)—a(l+e)=1.

Et tdita tingimust 1 < Lg piirprotsessis € — 0, peab L — oo,

Teoreem 8. Iga funktsioon o(x), mis rahuldab Lipschitzi tingimust ldigus [a,b], on

seal tokestatud muuduga.

Toestus. Saame kirjutada |Aat(xg)| = |ou(xx) — a(xk—1)| < L|xx — x3—1| = LAxg. Sum-
meerides lile alajaotuse saame

n n n
Y lAo(x)| < Y LA =LY Axi=L(b—a) =M.
k=1 k=1 k=1

O

Teoreem 9. Kui funktsioon o.(x) on pidev ligus |a,b] ja kui funktsioonil o/(x) on
olemas tuletis o (x), mis on [6igus (a,b) tokestatud (see tihendab |/ (x)| < L), siis

o(x) rahuldab Lipschitzi tingimust.
Toestus. Kasutades Lagrange’i keskviirtusteoreemi (teoreem 2) saame iga x',x” €
[a, D] korral kirjutada
o(x) —au(x”) = o (Ee) (x" —x"),
kus & € (¥',x"). Sellest saame
}Oc(x’) —oc(x”)‘ = ‘Oc’(&k)‘ |x’ —x”‘ < L‘x/—x”‘ .
O
Pideva funktsiooni Lipschitzi tingimuse geomeetrilist interpretatsiooni saab vaada-

ta jooniselt 2. Me saame asetada graafiku joone igasse punkti kahepoolsed koonu-
sed, nii et koonused ei kata graafiku joont. Seega joone tdus on tdkestatud.
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JOONIS 2. Pideva funktsiooni Lipschitzi tingimuse geomeetriline
interpretatsioon.

4. STIELTJESI INTEGRAALI MOISTE

Olgu antud funktsioonid f(x) ja o(x) 1digus [a,b] ja olgu meil alajaotus P iile selle
16igu. Summat

S(P.f.00) = kz F(EDA(x),
=1

kus & € [xx—1,xx], nimetatakse Stieltjesi summaks.

Definitsioon 7. Piirviirtust

lim S(P,f,o
wwo( )

nimetatakse funktsiooni f(x) Stieltjesi integraaliks funktsiooni ou(x) jérgi rajades

a-st b-ni ja mirgitakse siimboliga

/a " ) daf)

Stieltjesi integraal eksisteerib ja tema véartuseks on arv A

A= lim S(P,f,o),
ww( )

kui on tdidetud jargmine tingimus: iga etteantud positiivse arvu € > 0 eksisteerib
positiivne arv 6 > 0, nii et iga alajaotuse P korral, mis rahuldab tingimust || P|| < 9,
kehtib

S(P.f,@) - Al <.

5. RIEMANNI INTEGRAAL KUI STIELTJESI INTEGRAALI ERIJUHT

Definitsioon 8. Olgu meil alajaotus P iile 15igu [a, b]. Summat

S(.f) =Y fE)A
k=1
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kus & € [xx_1,xx], nimetatakse Riemanni summaks. Riemanni integraal on defi-
neeritud

b
/f( )dx= lim S(P,f)

IPll—0
ja eksisteerib, kui iga etteantud € > 0 korral leidub selline arv 8 > 0, nii et vorratu-
sest ||P|| < & jareldub ‘S(P,f) — fabf(x) a’x‘ <Ee.

Vaatame Stieltjesi summat S(P, f, ) ja olgu funktsioon o(x) = x+ C, kus C on
suvaline konstant. Antud juhul
A(X(xk) = Ot(xk) — Ot(xkfl) = X — X1 = Axy.

Siit saame

S(P,f,0) Zf&kAOCXk Zf@k
ja seega Stieltjesi summa iihtib funkt51oon1 f(x) Rlemanm summaga S(P, f):
(P fv Zf ék

Seega antud juhul Stieltjesi integraal taandub Riemanni integraaliks:

lim S(P,f,o) = thPf /f

[P —0 [Pl—

Teisisonu Riemanni integraal kujutab Stieltjesi integraali erijuhtu, kus

o(x) =x+C.

Naide 3. Arvutame

W =

1 1 3
/ X d[x+e3]:/ K dx= =
0 0 3

6. INTEGRAALI OMADUSI

0

Esitame siin moned Stieltjesi integraali elementaarsed omadused. Olgu funktsioo-
nid f(x), fi(x), f2(x), ox), otj(x), oz (x) médratud 16igus [a,b] ja olgu ¢, ¢y, ¢z
konstandid. Stieltjesti integraalide olemasolu korral kehtivad jirgmised omadused:

b
@) / da(x) = a(b)-ofa),

b b
@) [ @ dlawd = [ 1 dotx

b b b
@ / i) +eh®) da@) = e / £1(x) dox) + 2 / f(x) da)

b
x) doy (x) —I—cz/ f(x) doy(x)

I
o
:\wa
=

(5)/ f(x) deroy (x) +c200(x)]
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Valem (2):
b
do(x) = lim Aoy,
/a ) HPH—*OI;

= lim fob) - a(a)]

= a(b)—ofa).

Valem (3):

b
/ f@dla@td = lim Y F(E) o) +c— alu)

|P‘|—>0k 1

= lim ZfE_,k (xx) — ou(xk—1)]

1P11—0=

- / £(x) dox)

n

b
/ L fi()+eh®)] dax) = Tim Y [erfi(&) +eafolE0)] Acx)

HPHHOk 1

Valem (4):

= lim chfl &k AOL(xk)+ lim ZCQfQ E_,k A(X(xk)

IP=04= IP—

= ¢ lim Zfl (&) A(xx) +c2 Ih\m Zfz (&) Aau(xz)

IPI1—=04= s

= Cl/ fi(x) doc(x)+02/ f2(x) dai(x)
Valem (5):

/ () d[c100 (x) + €200 (x)

= \|11>1Hm02f [c104 (k) 4+ €200 (x) — €104 (Xk—1) — €20 (xk—1)]
V=1

n

= ) [erou (xg) — 104 (xk—1) F(x) [e200(x) — €200 (x%—1)]
HPH—’() Z HPH—>0/;1

= ¢; lim Zf Aoy (xx) 4+ ¢z lim Zf YA (xi)
1P—0,= [1PII—0,=

b
= c1/ f(x) doy (x)+cz/ f(x) doy(x)

Valemeid (4) ja (5) saab tuletada mdlemat pidi, ehk Stieltjesi integraalide olema-

solust paremal jireldub integraali olemasolu vasakul ja vastupidi.
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a b a b

Joonis 3. Ulemine ja alumine integraal.

7. INTEGRAALI OLEMASOLUTEOREEMID

Meid huvitab, mis tingimustel Stieltjesi integraal eksisteerib ja mis on tema véir-
tus. Riemanni integraali puhul sai seda teha hinnates funktsiooni graafiku joone all
olevat pindala 14bi kahe Darboux’ summa, s.t. jagades funktsiooni intervallideks ja
iga intervalli puhul vaadates maksimaalset ning minimaalset funktsiooni viirtust
(joonis 3). Kui piirprotsessis intervalle peenendades need kaks summat koondusid
samaks véartuseks, siis integraal eksisteeris. Stieltjesi integraali puhul kasutame
sarnast meetodit.

Olgu meil 16igus [a, b] middratud monotoonselt kasvav funktsioon a(x), tokesta-
tud funktsioon f(x) ja alajaotus P. Tahistame

Milf) = ey f
mi(f) = xe[ffﬁ?xk]f(x)’

UPS.0) = Y M(f)Aa(x).
k=1

N

LR fio) = ), mi(f)Aox)-
k=1

On selge, et L(P, f,a) < S(P, f,a) < U(P, f,0). Tahistame @y (f) kui funktsooni
f(x) vonkumise osaldigus [x_1,xk]:

o (f) = Mi(f) —mi(f).

Teoreem 10. Alajaotuse P peenendamisel U(P,f, ) kahaneb monotoonselt ja
L(P, f, o) kasvab monotoonselt.

Toestus. Olgu P; alajaotuse P peenendus, mis saadi iihe uue punkti ¢ lisamisel
alajaotusse P elementide x;_; ja x; vahele, ehk siis # € [x;_1,x;]. Olgu M] ja M
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funktsiooni f(x) maksimumid vastavates 16ikudes [x;_1,?] ja [f,x;]. Me saame kir-
jutada
U(Py, f,0) = i‘, Mic(f () A(xe) + M [ou(t) — au(xi—1)] + M7 [o(xi) — at)].
k=1
k#i
Kuna aga M| < M;(f) ja M < M;(f), siis
M [a(t) — oulxi-1)] + M [ou(x) — at)] <
< Mi(f) [ou) — oulxin)] 4+ Mi(f) [ou(xi) — ()] = Mi(f) Aok,

jaseegaU(Py, f,0) <U(P,f, ).
Sama moodi olgu m} ja m} funktsiooni f(x) miinimumid vastavates 1dikudes
[xi—1,t] ja [t,x;]. Me saame kirjutada
n
LPfra) = ), mi(f(x)Aa(xe) +mi[ou(r) — a(xiot)] +mf o) — (1))
k=1
ki
Kuna aga m; > m;(f) jam! > m;(f), siis
mi out) — oulxi—1)] +mf [ou(xi) — au(t)] =

> mi(f) [o(t) — oxio1)] +mi(f) [ouxi) — ou(t)] = mi(f) Aok,
jaseega L(Py, f,o0) > L(P, f,Q). O

Teoreem 11. Olgu Py ja P, suvalised alajaotused iile 16igu |a,b)]. Siis kehtib

L(Plafva)SU(P%f?a) ja L(Pz,f,(l)SU(P],f,(X)-

Toestus. Olgu alajaotus P; = P; U P>. Teoreemi 10 jérgi
L(PZaf7a) < L(Pg,f,(l) < U(P?,,f,d) < U(Plafa(x‘)
ja
L(Plvfu(x) SL(P3,f,(X) < U(P3,f,(X) < U(Plafaa‘)'
(]

Definitsioon 9. Ulemine ja alumine Stieltjesi integraal on defineeritud vastavalt
I(f,0) = inf{U(P,f,a):P€ P[a,bl},
I(f,o) = sup{L(P,f,&):P € P|a,b]}.

Teoreem 12. Ulemise ja alumise Stieltjesi integraali puhul kehtib

I(f,0) <I(f, o).



Stieltjesi integraal 12

Toestus. lIga etteantud positiivse arvu € > 0 korral leidub selline alajaotus Py, nii et

UP,f,o) <I(f,o)+€

Teoreemi 11 jirgi on I(f,a) + € iilemine toke kdikidele summadele L(P,f,a)
Seega I(f, o) < I(f,®) +¢€, ja kuna € oli suvaline positiivne arv, siis I(f, o) <
O

I(f,o).

Selle alusel saame Gelda, et

L(P.f,0) <I(f,0) <I(f, @) <U(P, f, )
ja

I(f,0) = I(f,0) SU(P, f, o) = L(P, f, ).
Teoreem 13. Kui funktsioon f(x) on pidev ja a(x) on monotoonselt kasvav, siis
I(f,0) =I(f,).

Toestus. Teoreemi 1 jargi on funktsioon f(x) 16igus [a,b] ka tihtlaselt pidev. Siis
definitsiooni 2 kasutades saame valida suvalise positiivse arvu € > 0, nii et leidub
selline arv & > 0, et kehtib

0 <(f) = Mi(f) —mi(f) <

__ &
o(b) —ofa)’

kusjuures alajaotusel P on tingimus, et | P|| < §. Siit saame
€ n
O0<U(P,f,a)—L(P,f,o) o (HHA(xf) < ————— ) Ao(x;) =€
Z’ = a(b) - afa) k;

Selle saame lihtsalt timber kirjutada

(6) 0< (U(P,f,OC) _7(f>0{'))+(7(faa) _l(faa))+(l(f70(‘)_L(P>f7(X‘)) <€

Kuna iga sulgudes olev avaldis on positiivne, siis me vdime kirjutada

0 Sj(f7a‘) _l(fua') <E
Kuna I(f,o) ja I(f,o) ei sdltu alajaotusest P ja € voib olla suvaline posiitvne arv,
siis 7(/,a) = 1(f, 0. O
Teoreem 14. Kui funktsioon f(x) on pidev ja o.(x) on monotoonselt kasvav, siis

Mim U(P,f,o) = m L(P, f,o) =1(f, &) = I(f, ).

P|—0 P

Toestus. Kasutades teoreemi 13 arutluskdiku, saame iga suvalise positiivse arvu
€ > 0 korral leida sellise arvu & > 0, et iga alajaotuse P korral, mis rahduldab

tingimust ||P|| < J, saame kasutades vorratust (6) kirjutada

U(P7f7(x’)_7(fa(x‘) < g
l(f,(X)—L(P,f,(X) < &

kusjuures ||P|| < 8. Need vorratused aga vastavad antud piirprotsessidele. O

0 <
0 <
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Teoreem 15. Kui funktsioon f(x) on l6igus [a,b] pidev ja funktsioon o(x) on antud

1igus monotoonselt kasvav, siis Stieltjesi integraal |, ab f(x) do(x) on olemas.

Toestus. Onselge, et L(P, f,a) < S(P, f,a) <U(P, f, ) jakuna teoreemi 14 alusel
iilemine ja alumine summa ligineb piirprotsessis || P|| — 0 samaks arvuks I(f,a) =
I(f,o), siis ka S(P, f, o) ligineb selleks samaks arvuks ja integraal eksisteerib. [

Teoreem 16. Stieltjesi integraal fab f(x) do(x) on olemas, kui f(x) on pidev ja
o(x) on tokestatud muuduga loigus [a, b).

Toestus. Oletame kdigepealt, et o(x) on monotoonselt kasvav 16igus [a, b]. Kasu-
tades teoreemi 15 on Stieltjesi integraal siis olemas.

Juhul, kui o(x) ei ole monotoonselt kasvav, siis a.(x) kui tdkestatud muuduga
funktsioon avaldub kahe monotoonselt kasvava funktsiooni o (x) ja oz (x) vahena,
ox) = ay(x) — o (x) (teoreem 7). Teoreemi 15 pdhjal on seega olemas Stieltjesi
integraalid

b b
/ £(x) ot (x) ja / £(x) data(x)

ja kasutades omadust (5)

lLbf@jdawj:iLbf@)d“ﬂ@—iébfﬁﬁdaxxy
U

Stieltjesi integraali olemasoluks saab anda ka selge tarviliku ja piisava tingimu-
se.

Teoreem 17. Funktsioonil f(x) on Stieltjesi integraal monotoonselt kasvava funkt-

siooni ou(x) jérgi siis ja ainult siis, kui

HI])iHrEO(U(P,f, o) —L(P,f,a)) =0,

kusjuures ,
A= [ 1) daty) =1(5.0) = 1(7.0).

Toestus. Tarvilikkus. Kui integraal eksisteerib, siis iga € > 0 korral leidub selline
d > 0, nii et iga alajaotuse P korral, kus || P|| < &:

IS(P.f,00 4] < 5

ehk

€ €
A—§<S(P,f,oc) <A+§.

Antud tingimustel leidub summasid S(P, f,a), kus punktid &; on sellised, et nad
on oma osaldikude maksimumid v&i miinimumid (summas S(P, f, o) vdib iga &
valida suvaliselt). Sellest aga saame

€ €
A—§<L(P7f,(X)SU(P,f,(X)<A+§
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ehk
O0<U(P f,a)—L(P f,a) <€
Piisavus. Teoreemi eeldusest saame, et iga € > 0 korral leidub selline & > 0, nii
et iga alajaotuse P, kus ||P|| < §, korral

0<I(f,0) = I(f, ) SU(P,f,00) = L(P, f,00) <€

Mittenegatiivne arv saab olla viiksem kui suvaline positiivne arv ainult siis, kui ta

on null. Seega piirprotsessis iilemine ja alumine summa koonduvad samaks arvuks

j(f,(l) :l(fa(x)

ja lisaks kuna L(P, f,a) < S(P, f,a) < U(P,f,n), siis peab ka integraali virtus
koonduma selleks samaks piirprotsessist sdltumatuks arvuks ja seega integraal ek-

sisteerib. O

Teoreem 18. Stieltjesi integraal fah f(x) da(x) on olemas, kui f(x) on integreeruv
Riemanni méttes ja o(x) rahuldab Lipschitzi tingimust.

Toestus. Oletame kdigepealt, et Lipschitzi tingimust rahuldav funktsioon o(x) on
monotoonselt kasvav. Et
A(X.(xk) < LAxk,
siis
n n

U(P,f,o) — L(P,f,Q) Z f)Ao(xy) Z LAx,-:Limk(f)Ax,-.

Funktsiooni f(x) Riemanni integreeruvuse tottu Riemanni integraali iilemine ja

alumine Darboux summa koonduvad piirprotsessis || P|| — 0 samaks arvuks, ja see-
ga

H}’I\IIEO,; ox(F)an = tim V) M) = ()] A =0
ja siis ka
lim (U(P,f,o) —L(P, f,0)) =0

1P —0

Seega teoreemi 17 jérgi on Stieltjesi integraal fab f(x) do(x) olemas.
Juhul kui o(x) ei ole monotoonselt kasvav, siis kirjutame

ox) = Lx — [Lx — at(x)] = ot (x) — a2 (x),
kus
o (x) = Lx ja ap(x) = Lx — a(x).
Siin o (x) on monotoonselt kasvav ja rahuldab Lipschitzi tingimust 15igus [a, b].

Sama vaib delda ka funktsiooni o (x) kohta. Kui x' > x, siis

0 (x) — 0 (') = Ly — ou(x) — [Lx' — a(x')] = L(x —x') — [a(x) — o(x")]
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kus
ou(x) —ou(x)| < L|x—x|.
ja seega iihelt poolt o (x) — a(x”) < 0 ehk o (x) on monotoonselt kasvav, teiselt
poolt aga rahuldab o (x) ka Lipschitzi tingimust:
oo (x) o ()] < Ljx—x|+]o(x) —a(x)|
< L‘x—x" +L‘x—x'{ = 2L‘x—x’| .

Eelnenu pohjal on olemas Stieltjesi integraalid

[ danwia [ 5 da

ja siis omaduse (5) jdrgi ka integraal

/deC /fdocl /fdocz

O

Teoreem 19. OIgu ou(x) tokestatud muuduga loigus |a,b). Kui eksisteerib Stieltjesi
integraal |, b f dox ) Ja on antud punkt ¢ € (a,b), siis eksisteerivad ka integraa-

lid [7 f(x) do(x) ja f f(x) do(x) ja kehtib

) /fdoc /fdoc /fdoc

Tuleb miérkida, et teoreemi 19 valem (7) vastupidi ei pruugi toimida. See tdhen-
dab, et integraalide f “fx x)ja f b f(x) da(x) olemasolust ei jareldu integraali
f fx) x) olemasolu. Vaatame jargmist ndidet.

Niide 4. Olgu antud

0 ,kuia<x<c;
fx)=20 ,kuix=c;

1 ,kuic<x<b;
ja
0 kuia<x<cg;
ox)=<1 ,kuix=c;

1 ,kuic<x<b.

Integraal [ f(x) dai(x) eksisteerib, kuna f(x) on pidev Iigus [a,c] ja 0i(x) on seal
monotoonne (teoreem 15). Samuti eksisteerib integraal | bf (x) doux), kuna f(x)
on integreeruv Riemanni mattes ja o(x) rahuldab Lipschitzi tingimust.

Integraal fab f(x) do(x) aga ei eksisteeri. Alati saame valida sellise alajaotuse
P iile 16igu [a,b], kusjuures ||P|| < J, nii et punkt ¢ € (x;_1,X;), s.t. ¢ asub mingi
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osaldigu i sees. Stieltjesi summas Aa(x;) = 0, kui k # i, ja seega

S(B.f,@) z”: (&) Aa(x) = fF(E)AN(x;) = f(&)-1= 0 ’ku% &<c
. 1L kui §>c.

Kuna see on vastuolus Stieltjesi integraali definitsiooniga piirviirtuse ldbi (valida
voib suvalise &; osaldigu sees), siis integraali fab f(x) da(x) ei eksisteeri.

8. OSITI INTEGREERIMINE
Teatud juhtudel jireldub Stieltjesi integraali fab f(x) do(x) olemasolust integraali

fab ol(x) df(x) olemasolu.

Teoreem 20. Kui eksisteerib funktsiooni f(x) Stieltjesi integraal funktsiooni o(x)
Jjargi rajades a-st b-ni, siis eksisteerib funktsiooni o.(x) Stieltjesi integraal funkt-

siooni f(x) jirgi rajades a-st b-ni, kusjuures

b b
®) / £() dou(x) = fx)ox) !~ / (x) df ().

Toestus. Oletame, et eksisteerib integraal f ) df(x). Olgu meil alajaotus P

punktidega a = xp < x; < ... <x,=0bja Vahme igas alajaotuse osaldigus punkti

&k € [xk—1,xx], kusjuures votame &y = a ja &, = b. Moodustame integraali f: f(x) da(x)

jaoks Stieltjesi summa

S(P.fo) = f E)Aa(s) = Y £(E) () — (1))

k=1

F(&k)ou(xi—1)

I
M:
M

k=1
= % (Ek—1)0u(xe—1) i ou(xk—1)
= i (Gk-1)ox xk71)+f(<in)oc(xn)—f(il)oc(xo)—if(ﬁk)oc(x;ﬂ)

k=2

= —Zaxk ! —f -1+ (En)ot(xa) — f(&1)ou(x0) +
+/(So)a(x0) — £ (So)ox(x0)
= —k; (1) [F (&) = f(&a—1)] + f (&) otlxn) — f (E0)(x0)

= FRa) - Y alx 1)AFE).
k=1

Etx;_1 € [Ek—1,Ek], siis viimases valemis paremal olev summa kujutab funktsiooni
o(x) Stieltjesi summat funktsiooni f(x) jérgi alajaotusega P*, mis on miératud
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punktidega a = &y < & < ... < &, = b, ehk me saame:

©) S(P.f,a) = f(x)a(x)]2 — S(P*,a, ).

Vaatame, kuidas mdjutab alajaotuse P norm ||P|| alajaotuse P* normi ||P*|| . Kuna
alajaotuse P* punktid &; asuvad alajaotuse P osaldikude [x;_1,x;] sees, vdivad kaks
jdrjestikust punkti &;_; ja & asuda teineteisest maksimaalsel kaugusel osaldikude
[Xk—2,Xk—1] ja [xk—1,x] eri otstes, ehk siis kui &1 = x;_2 ja & = x. Sellisel juhul

on nende vaheline kaugus
A&k = Xp — Xp—2 = X1 — Xk + Xk — Xk—1 = Axp—1 + Axg < 2||P||.
See kehtib iga A jaoks ja seega
1P| < 21|P]]-
Antud vdrratusest jireldub, et kui ||P|| — 0, siis peab ka ||P*|| — 0. Seega minnes
valemis (9) iile piirprotsessile ||P|| — 0 saame:

lim S(P.f,a) = lim f(x)o (9)]e— lim S(P",at, f)

1Pll— [P =0 [[P[|—0

= f)a@)| - lim s(p* o, f)

[[P*{|—

b
— el - [ ot dfw).

Kuna eelduse jirgi paremal pool olev Stieltjesi integraal eksisteerib, siis peab ek-
sisteerima ka vasakul olev Stieltjesi integraal. (]

Naide 5. Lahendame

i

2 T 2 T
/ x dcosx = xcosx|; —/ cosx dx = — sinx|; = —1.
0 0

9. INTEGRAALI TEISENDAMINE RIEMANNI INTEGRAALIKS

Teatud juhtudel voib Stieltjesi integraalis kirjutada dou(x) asemele o/ (x) dx ja selle
labi teisendada Stieltjesi integraal Riemanni integraaliks.

Teoreem 21. Kui funktsioonil f(x) on olemas Stieltjesi integraal funktsiooni o(x)
Jjérgi rajades a-st b-ni ja kui funktsioonil o(x) on olemas pidev tuletis o (x), siis

eksisteerib Riemanni integraal f b F(x)o/ (x) dx, kusjuures

(10) / f(x) dax / flx

Toestus. Olgu g(x) = f(x)o(x) ja vaatame Riemanni summat:

n

=Y 2(&) Axk—ZfE;k

k=1
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Sama alajaotust P ja samu punkte &; saab kasutada, et moodustada Stieltjesi summa
n
S(P.f, o) Z f(&)Aor(x).

Kasutades Lagrange’i keskviirtusteoreemi saame kirjutada
Aou(xy) = o (Vi) Axy , kus Vi € (Xp_1,X%),

ja seega
S(Pf,0) Z f&) [ — o (Vi) ] Ax.

Kuna f(x) on tokestatud, on meil \ f ( )| < M kdigi x jaoks 1digus [a,b]. Edasi
o/ (x) pidevusest antud 15igus jéreldub iihtlane pidevus 16igus [a, b]. Kasutades de-
finitsiooni 2 saame, et iga antud € > 0 korral leidub selline arv & > 0, nii et

€
2M(b—a)’

Peenendades alajaotust P, nii et ||P|| < J, saame kirjutada

Ec—vil <8 = |o(&)—a(vi)| <

IS(P.f,0) =S(Pg)l <} Mlof(E) — (Vi) | Ax

k=1
< iM ¢ Axy
= 2M(b—a)
8 n
2(1?—61)];
_ ¢t
2

ehk

S(P,g) —S(P. f,0)| < 5.

Samas Stieltjesi integraali olemasolust saame alajaotust P veel peenendada nii, et

‘Pf, /f ) da(| < &
Need kaks vorratust kokku vottes (kasutades a < bAc <d = a+c <b+d) saame
€ &
S(P.e) - S(P. 1)+ |S(R 1) /f yao| < S+&,
‘S(P,g)—/ flx) da(x)| < €
a

Kasutades Riemanni integraali definitsiooni on see aga

b
/a ()dx_nyumospg /f ) dox
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Niide 6. Lahendame niites 5 olnud integraali:

i L
3 3 : 2 x
/ x dcosx = / x (—sinx) dx = xcosx|; —/ cosx dx = — sinx|;
0 0 0

Il
—_

Naiide 7. Lahendame

1 1 1
/xdex:/xexdx:xex](l)—/ efdi=e—e+1=1.
0 0 0

10. INTEGREERIMINE TUKATI KONSTANTSE FUNKTSIOONI JARGI

Olgu 15igus [a,b] antud funktsioonid f(x) ja o(x), millest esimese jaoks nduame,
et ta oleks pidev otspunktides a ja b, teine aga konstantne vahemikus (a,b), omades
otspunktides @ ja b mistahes viértusi a(a) ja oub). Sellisel juhul kehtivad jargmised
tingimused

AOC()CQ) = 0, AOC(X3) = O, . A(X(xn,l) =0.

Vaatame Stieltjesi summat
S(P,f, (X) = i é::,k AO( Xk
= f(il)AOC(M) +/(En)A0u(x,)
= f&)[a(x) —a)] + £ (&) [0(b) — 0(xn-1)] -
Minnes iile piirprotsessile ||P|| — 0, saame
b
(11) / f(x) dofx) = f(a) [aa+) — afa)] + f(b) [a(b) — a(b—)],

kus funktsiooni o(x) konstantsuse tottu o(a+) = o(b—).

Teoreem 22. Kui funktsioon f(x) on pidev loigus [a,D|, funktsioon ox) on aga
konstantne igas osavahemikus (a,cy), (c1,¢2), ..., (cm,D), kusa=co <c; <cy <

< < Cpy1 = b, siis

b
(12) / f(x) dofx) = f(a) [a(a+) —a(@)] + Y fe) [ulert) —auler—)]+

Toestus. Et oc( ) on tokestatud muuduga, siis teoreemi 16 pohjal on olemas integ-
raal f f(x) da(x) ja kasutades valemit (7) saame kirjutada

/fdoc "ff o(x).

Cr—1
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Rakendades valemit (11) ja taandades sarnased liikmed, saame

b m+1
/f(x) da(x) = ];{f(Ck—l)[a(ck—lﬂ—“(ck—l)]+f(Ck)[0‘(Ck)—0°(Ck—)]}

= fleo)[a(cot+) —alco)] + f(c1) [aler) — ae1—)] +
+f(c1) [oler+) —aler)] + f(e2) [afc2) — afe—)] + ... +
+f(em—1) [0(em—1+) — cm—1)]+ f(cm) [0(cm) — (em—)] +
+f(em) [a(em+) — aem)] + f(emr1) [@lems1) — ems+1—)]
= fla)[ofa+) —a(a)]+ f(er) [oucr+) — afer—)] +

+f(e2) [oeat) —alcr—=)] 4.+ flem-1) [0em-1+) — lem-1—-)] +
+f(em) [olemt) — alen—)]+ f(b) [0(b) — a(b—)]
= fla)[ola+) - +Zf cx) [oex+) — e =)+

+/(b) [ob) — o (b—)].

Néide 8. Lahendame integraali f04x dou(x), kus o(x) on médratud 16igus [0, 4] jirg-

nevalt:

1 , kuix=0;
0 ,kuix € (0,1);
1.5 Ckui x =1;

ax) = <1 ,kuix € (1,2);
0.75 Lkuix=2;
3 ,kui x € (2,3];
2 , kui x € (3,4].

Funktsioon o(x) on kujutatud joonisel 4.

Rakendades valemit (12) saame

/04xdot(X) = f(0)- (a(0+) —ex(0)) + f(1) (ax(1+) —au(1-)) +
+f(2)(a(24) —a(2—)) + F3)(a(3+) —a(3—)) +
+f(4)(a4) —a(d4-)) =

= 0-(0—1)+1-(1-0)+2-3—1)+3-(2—=3)+4-(2-2) =
= 1+6-3 = 4.



Stieltjesi integraal 21

JOONIS 4. Funktsiooni oi(x) graafik.

11. INTEGREERIMINE TUKATI PIDEVA TULETISEGA FUNKTSIOONI JAR-
GI

Olgu meil 16igus [a, b] antud pidev funktsioon f(x) ja funktsioon o(x), mis omab
kohal a viirtust o, ja kohal b viirtust oy, ning omab vahemikus (a,b) viirtust
02 (x), kusjuures omagu funktsioon o (x) 15igus [a, b] pidevat tuletist o) (x). Moo-
dustame Stieltjesi summa:

S(P.f,0) = f(&1) [0 (x1) — &ta] + f(E2) Az (x2) + ..+
+f(En1)A0 (x0—1) + f(&n) [02(x0—1) — O] -

Minnes iile piirprotsessile ||P|| — O saame:

b b—
/f(X) do(x) = f(a) [oa(a+t) — o] + N f(x) do(x) + £ (b) [0, — 02 (b—)].

a

Kasutades paremal oleva integraali peal teoreemi 21, saame

b b—
/ f(x) do(x) = f(a) [on(a+) — o] + X f(xX)(x) dx+ f(b) [0ty — 0 (b=)].

a
Antud juhul on f(x)at (x) pidev liikudes x — a+ jax — b— ja seega vdib integraali
sisse need punktid ka lisada. See tuleneb Riemanni summast - kui lisada summale
antud ddrekomponendid, ei anna nad piirprotsessis ||P|| — 0 midagi juurde. Seega
saame 1opptulemuseks

(13)

b b
/ f(x) dox) = f(a) [on(a+) — o] +/ fx)a(x) dx+ f(b) [0, — 02 (b—)].
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Teoreem 23. Kui funktsioon f(x) on pidev léigus [a,b] ja funktsioon o(x) on antud

Jjdargmiselt, kasutades intervalle a =co <c); < ... <c¢p < Cpe1 =b

Yo s kui x = a;
o (x) Jkuia < x <cy;
Vi ,kui x =cq;

Ont1(X) , kui ¢y < x < b;

( Ym+1 , kui x = b;

Jja omagu iga funktsioon oy (x) pidevat tuletist vastavates loikudes [cy—1,c|. Selli-
sel juhul eksisteerib integraal fab f(x) do(x), kusjuures kehtib

b
/ £(x) dax) = £(a) [oa+) — aa)] +

m m+1
a4 + Y flex) [o(ext) — )]+ Z f P (x) dx+

k=1 -

+f(b ) [06( ) = O (b=)].

Toestus. Funktsioon a/(x) on tokestatud muuduga. Jérelikult antud integraal eksis-

teerib. Kasutades valemit (7), saame integraali jagada summaks

/fd(x "ff o(x).

Kasutades valemit (13) ja taandades sarnased liikmed (sarnaselt teoreemile 22)
saamegi teoreemis esitatud valemi. |

Antud teoreem on teoreemi 22 iildistus.

Néide 9. Arvutame integraali f; x* da(x), kus a(x) on antud jirgnevalt:

5 , kui x = 0;

3x+1 L,kui0<x<l;
ofx)=4q =2 Jkuix=1;

X Ckui 1 <x <2;

5—-2x Lkui2<x<4.
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JOONIS 5. Niite 9 funktsiooni ou(x) graafik.

Funktsioon ou(x) on kujutatud joonisel 5. Kasutades valemit (14) saame

/4x2doc(x):02.[1—5]+12-[1—4]+22-[1—2}+
0

1 2 4
/3x2dx+/ xzdx+/ 2 dx+4% - [-3—(-3)] =
0 1 2

7 112
20—3—44‘14‘5—7‘1‘0:_41

12. TUKATI PIDEVA FUNKTSIOONI INTEGREERIMINE

Olgu meil antud 16igus [a,b] midratud funktsioonid f(x) ja a(x), ja olgu f(x)
midratud 18igus [a, b] jirgnevalt:

Ja ,kui x = a;
fx) =14 f(x) ,kuia<x<b;
I , kui x = b;

jaolgu f>(x) 16igus [a,b] pidev. Lisaks olgu a(x) pidev punktides a ja b (paremalt
ja vasakult poolt). Moodustame Stieltjesi summa integraalile | ab f(x) da(x):

S(P, f, o) Z F(E)Ao(x).

Piirprotsessis ||P|| — 0 summa kdige parem ja vasak element liginevad nullile,
kuna o(x) pidevuse tottu punktides a ja b vahed Aol(x;) ja Ao(x,) liginevad samas
piirprotsessis samuti nullile, ja seega nende kahe elemendi &dra jdtmine ei muuda
summa véirtust. Lisaks kuna f>(x) on pidev terves 16igus [a, b], saame kirjutada:

/fd(x /fzdoc
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Integraal vasakul on olemas, kui on olemas integraal paremal. Lisaks juhul kui
fa = f2(x) vdi f = fa(x), siis kaob ndue o(x) pidevusest punktides a voi b.

Teoreem 24. Olgu antud loigus [a,b] mdratud funktsioon a(x), mis on pidev
punktis ¢ € (a,b), ja samas 1oigus tokestatud funktsioon f(x). Sellisel juhul

/fdoc /fdoc /fdoc

kusjuures vasakul olev integraal on olemas, kui on olemas integraalid paremal

pool.

Niide 10. Lahendame integraali fo x) dx?, kus funktsioon f(x) on antud jirg-
nevalt:
3x+2 Lkui0<x<2;

—3x S kui 2 <x <4,

fx) =

Kasutades teoreemi 24 ja eelnevat arutelu, saame antud integraali jagada kaheks

/04f(x) dx® = /02(3x+2) dx2+/24(—3x) dx®.

Edasi teisendame antud integraalid Riemanni integraalideks kasutades teoreemi 21:

jargmiselt:

4 2 4
/ f(x) dx* = / (3x+2)2x dx+/ (—3x)2x dx = —88.
0 0 2

13. VORDLUSTEOREEMID

Teoreem 25. Olgu o.(x) monotoonselt kasvav 16igus [a,b). Kui eksisteerivad integ-
raalid fabf(x) do(x) ja fabg(x) dou(x) ja kui f(x) < g(x) (x € [a,b]), siis

[ s dat < [ o) dato

Toestus. lIga alajaotuse P korral saame

n

S(P,f,a) Zf (EAa(x) < Y g(En)Aa(n) = S(P,g,a).

k=1

Kuna see kehtib iga Stieltjesi summaga, kehtib ta ka piirprotsessis ||P|| — 0. O

Teoreem 26. Olgu o(x) monotoonselt kasvav ligus [a,b]. Kui eksisteerib integ-
raal fab f(x) dou(x), siis eksisteerib ka integraal | PIf(0)| dax) ja

)< [ 1o e
Toestus. Me saame kirjutada

My (f) —m(f) = max{f(x) — f(y) : %,y € Pox—1,%]}-

x) da(x
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Kuna vérratus || f(x)| — | f(y)|] < |f(x) — f(y)| kehtib alati, siis sellest jdareldub, et
Mi(|f]) = mi(f1) < M (f) = mic(f)-
Korrutades Aou(xy)-ga ja summeerides, saame
U(P,|f],0) = L(P,|f], &) SU(P,f,0) = L(P, f, )

iga alajaotuse P korral. Kasutades teoreemi 17 Stieltjesi integraal fab |f(x)] dou(x)
eksisteerib. Teoreemis esitatud vorratuse saamiseks tuleb kasutada teoreemi 25:
kuna — |f(x)] < f(x) <|f(x)], siis saame

|f(x)] do(x) f(x) dou(x |£(x)] dax)
- < [/ dato < [

jakasutades —a < b<a= ]b| < a saame
/ @) dox

x) da(x

O

Teoreem 27. Olgu funktsioon f(x) pidev ja o.(x) monotoonselt kasvav ldigus [a, b].
Siis

x) doix)| < [o(b) — oa)] max |f(x)].

a<x<b

Toestus. Kasutades eelnevat teoreemi ja omadust 2, saame

/|f )| dox)

< [ max [f(x)] do(x) = [o(b) — oa)] max |f(x)].

a a<x<b a<x<b

x) da(x

O

Teoreem 28. Kui funktsioon f(x) on pidev ja o.(x) on tokestatud muuduga 1oigus

[a, D), siis kehtib vérratus

(15) /bf(X) do(x)| < M-Vy(a,b),
a
kus
M = max |£(9)].
Toestus. Stieltjesi summast saame
S(P,f,a) Z §k||A0ka|<MkZl\Aocxk\<M Val(a,b).

Siin iile minnes piirprotsessile || P|| — 0, saamegi vorratuse (15). O



Stieltjesi integraal 26

14. KESKVAARTUSTEOREEMID

Teoreem 29. Olgu funktsioon f(x) pidev ja o.(x) monotoonselt kasvav l6igus [a, b].
Sellisel juhul leidub selline punkt & € [a,b], nii et

b b
(16) / £(x) dax) = £(E) / da(x) = f(E)[o(b) — a(a)].

Toestus. Kui aa) = oub), siis o(x) on konstantne ja iikskdik millise & korral on
vorduse (16) mdlemad pooled nullid ja teoreem kehtib. Olgu

M = max f(x)jam= min f(x).

a<x<b a<x<b

Siis teoreemi 25 jérgi saame funktsioonidest m < f(x) <M

b
mlo(b) — a(a)] < / £(x) da(x) < M{a(b) — oa)].

Kuna pidev funktsioon f(x) votab koik vdirtused m ja M vahel vahemikus (a,b),
siis peab seal olema selline punkt &, kus ta viiirtus on

b
f(8) = M/a f(x) do(x)
tingimusel o(a) # a(b). O

Teoreem 30. Olgu f(x) monotoonselt kasvav ja ax) pidev 1oigus [a,b)]. Sellisel
Juhul leidub punkt & € [a,b], nii et

b 3 b
x) da(x) = do(x b do(x).
| e dato = st [dotw) 10) [ dot
Toestus. Me saame teoreemide 20 ja 29 alusel kirjutada
b b
/ f(x)da(x) = f(b)ab)— f(a)o(a) - / o(x) df(x)

b
— f(b)a(b) — fl@)o(a) - a(E) / df(x)
= fD)ul) — fla)aa) — a®)f(b) + a8 f(a)
— f(a) &) — aa)] + £(b) [ob) — uE)].
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